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PROLOGO
A LA SEGUNDA EDICION

La primera edicién de este libro, publicada en 1981, fue la
primera (y, hasta hace pocos aiios, la Unica) edicion de las obras
completas de Kurt Godel existente en cualquier idioma.

Realmente es poco usual —y nada facil- la ediciéon de unas
obras completas traducidas en ausencia de una edicidon de los
textos originales completos. Mientras tanto, esa laguna se ha
colmado. John Dawson, Jr. ha establecido la bibliografia comple-
ta publicada de Godel ¢ incluso ha catalogado sus manuscritos
inéditos, depositados ahora en la biblioteca Firestone de la
Universidad de Princeton. En 1986 ha aparecido el primer
volumen de Kurt Goédel: Collected Works, que reline los textos
originales alemanes e ingleses de Godel, editados por un equipo
presidido por Salomon Feferman. Esa edicion completa de los
textos originales de Godel —auspiciada por la Asociacion de
Logica Simbolica— esta llamada a ser la referencia obligada para
todos los estudios futuros sobre el gran 16gico. Para facilitar el
trabajo al lector interesado en compulsar las traducciones aqui
presentadas con los textos originales, y para unificar internacio-
nalmente las referencias a Godel, me he decidido a cambiar el
sistema de referencias y la ordenacién de la primera edicion de
este libro en aquellos puntos en que no coincidian con los
correspondientes de Collected Works. Ahora, en esta segunda
cdicion, referencias y ordenacion coinciden.

11
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Ya en febrero de 1982 me escribié John W. Dawson, Jr.,
comunicandome que habia encontrado unos articulos geométri-
cos de Godel que habian escapado a la atencion general y que
aparecerian en las Collected Works. Estos y otros breves escritos
de Godel, que faltaban en la primera edicion, se incorporan ahora
a esta segunda edicidn, que asi de verdad pasa a merecer su
nombre de Obras completas. En concreto, se han afiadido los
trabajos de Godel [1930a], [1933], [1933b], [1933c], [1933d],
[1933h], [1936], [1962], [1972] y [1972a]. [1964] ha cambiado
de sitio, separandose de [1947]. Este libro contiene ahora todas
las obras efectivamente publicadas por Godel, aunque no recoge
las breves recensiones por €l escritas en los afios 1932-36 (con la
sola excepcion de [1934c]), ni tampoco la correspondencia (aun
inédita en su mayor parte), ni menos aun las notas inéditas
depositadas en Princeton, que tardaran todavia varios afios en ser
publicadas.

Ni que decir tiene que, ademas, se han corregido los errores,
erratas y descuidos detectados en la edicion anterior, tarea en la
que he contado de nuevo con la eficaz ayuda de Enrique
Casanovas, que ademas ha traducido [1962], [1972] y [1972a].
Por ello deseo manifestarle mi agradecimiento.

Por otro lado, la bibliografia ha sido ampliada para abarcar
las nuevas referencias de Gddel y los estudios recientes sobre su
obra.

Espero que, con los mencionados cambios y ampliaciones,
esta segunda edicion de las Obras completas del mas grande
l6gico de nuestro siglo sea un instrumento definitivo para el
conocimiento de Godel en Espafia y en América Latina. Quien
desee profundizar mas, puede acudir a los textos en su lengua
original en Collected Works. En cualquier caso, ha sido pensando
en prestar un servicio al lector, al estudiante y al investigador de
lengua espafiola que hemos asumido el trabajo y el costo de esta
nueva edicion.

Barcelona, junio de 1988.

JESUS MOSTERIN,



PROLOGO A LA PRIMERA EDICION

Godel ha sido sin duda el mas grande 16gico del siglo XX y
uno de los mas grandes pensadores de todos los tiempos. En
1930 probé la suficiencia del calculo logico de primer orden. En
1931 probé6 que todo sistema formal que contenga un poco de
aritmética es necesariamente incompleto y que es imposible
probar su consistencia con sus propios medios. En 1938-1939
prob6 la consistencia relativa del axioma de elecciéon y la
hipétesis del continuo respecto de los demas axiomas de la
teoria de conjuntos. Estos tres resultados han sido de una
importancia excepcional y han proporcionado a Godel una fama
casi mitica entre 16gicos, matematicos y filosofos. Ademas, Godel
hizo importantes contribuciones al estudio del problema de la
decision, definié por primera vez las funciones recursivas, probd
la consistencia relativa de la logica y la artimética clasica respecto
a la intuicionista, revolucioné la filosofia de la matematica
(mostrando indirecta pero indudablemente la insatisfactoriedad
de las tradicionales posiciones del logicismo, intuicionismo y
formalismo) e introdujo nuevos y potentes métodos formales,
desde la aritmetizacion de la matematica mediante lo que hoy
llamamos la «gddelizacion», en 1931, hasta los funcionales
computables de tipo finito, en 1958. Todavia le qued6 tiempo
para ocuparse creativamente de cosmologia relativista y encon-

13
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trar soluciones sorprendentes a las ecuaciones del campo gravi-
tatorio de la relatividad general, que determinan universos
rotatorios y fascinantes, en que el tiempo pierde su sentido
habitual.

Descendiente de una familia de pequefios empresarios textiles
alemanes y austriacos, que se habian abierto camino por su
propio esfuerzo, Kurt Godel nacio el 28 de abril de 1906 en la
ciudad de Briinn, en Moravia, al norte de Viena, entonces parte
del Imperio austriaco (y ahora parte de Checoslovaquia, con el
nombre de Brno). Desde pequefio fue delicado de salud y
facilmente depresivo. Estudié matematicas en la Universidad de
Viena, en la que se doctord (su tesis doctoral fue su famosa
prueba de la suficiencia semantica del célculo logico de primer
orden) en 1930 con H. Hahn, un notable matematico y miembro
del Circulo de Viena, en cuyas actividades Godel participaba,
especialmente en las sesiones del Coloquio Matematico que
dirigia Karl Menger. Desde 1933 a 1939 fue Godel Privatdozent
(con derecho a dar clases, pero no a cobrar sueldo) en la
Universidad de Viena. Durante los cursos académicos 1933-34 y
1938-39 estuvo como invitado en el Instituto de Estudios
Avanzados de Princeton (U.S.A.). En la primera de dichas
estancias expuso sus famosos resultados sobre la incompletud de
los sistemas formales que incorporan la aritmética recursiva
primitiva, en la segunda expuso su prueba de la consistencia
relativa del axioma de eleccion y la hipotesis del continuo en
teoria de conjuntos. El ambiente en Viena se habia ido enrare-
ciendo. En 1936 M. Schlick, el fundador del Circulo de Viena,
habia sido asesinado durante una conferencia. Godel mismo, que
siempre habia evitado toda toma de posicion politica, tuvo
problemas e incluso se llegd a pensar que era judio. Finalmente a
finales de 1939, temiendo ser alistado en el ejército nazi, huyo de
Viena a Estados Unidos, atravesando Rusia en el ferrocarril
transiberiano. El Instituto de Estudios Avanzados de Princeton
reunia por entonces a lo mas granado de los cientificos europeos
—FEinstein, Weyl, von Neumann...—, que habian tenido que huir
de la pesadilla hitleriana. Con ellos pasé también definitivamen-
te la vanguardia de la ciencia mundial de Alemania a Estados
Unidos. Alli, en Princeton, se quedaria Godel el resto de su vida,
desde 1940 hasta 1946 como miembro ordinario del Instituto de
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Estudios Avanzados, de 1946 a 1953 como miembro permanente
y de 1953 hasta su muerte como profesor titular. En 1948 Gddel
adquirié la nacionalidad norteamericana. En 1951 recibio el
primer premio Einstein. En 1955 fue elegido miembro de la
Academia Nacional de Ciencias. Entre 1940 y 1955 Gddel
trabajo intensamente, desplegando una gran actividad investiga-
dora en l6gica, en filosofia de la matematica y en teoria general
de la relatividad, por la que habia llegado a interesarse profun-
damente en sus frecuentes contactos con su vecino Einstein. A
partir de 1955 le llovieron los premios y honores cientificos, pero
su creatividad fue decayendo poco a poco, sobre todo debido a
sus problemas de salud y a sus frecuentes depresiones. A pesar de
todo siempre conservé una mente licida y un interés vivo y
activo por los nuevos desarrollos de la logica y la matematica.
Godel murio el 14 de enero de 1978 en Princeton.

Un buen y breve resumen de las aportaciones mas importan-
tes de Godel se halla en Kleene [1976]. Mas informacion sobre
la vida de Godel, asi como una interesante discusion de su obra
y su filosofia, pueden encontrarse en Kreisel [1980].

Al morir, Gédel ha dejado una enorme cantidad de papeles
inéditos, que van desde notas de lecturas y borradores de
trabajos técnicos hasta un cuidado manuscrito sobre la filosofia
del tiempo en Kant. Pero pasaran muchos afios antes de que
esos papeles inéditos (en gran parte escritos en un sistema de
taquigrafia hace tiempo caido en desuso) puedan ser descifrados
y dados a la luz.

Los escritos publicados de Gdodel son de una concision le-
gendaria, de una incomparable densidad intelectual. Su tesis doc-
toral cabia en 11 paginas —Godel [1930]- Y la obra mas
revolucionaria de la logica del siglo XX ~Godel [1931]- ocupaba
25. Por eso no es de extrafiar que la totalidad de esos escritos
quepa en un solo volumen. Sin embargo sus articulos y trabajos,
redactados en aleman y en inglés, no siempre resultan faciles de
consultar, pues se encuentran desperdigados por una serie
heteroclita de publicaciones, actas y revistas de varios paises, a
veces bastante dificiles de encontrar. Por eso me ha parecido
conveniente recogerlos aqui en un solo libro, por primera vez.

Al reunir los articulos de Gdodel salta a la vista el hecho de
que con frecuencia fue cambiando de signos y de terminologia.
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Ademas, como en casi todos sus articulos explora terreno nuevo,
a veces emplea los términos en un sentido que luego éstos han
perdido en la bibliografia subsiguiente, ya mas estabilizada. Asi,
lo que Gddel llama al principio «recursivo», luego ha sido
llamado «recursivo primitivo» y esa es la expresion que el
mismo Gddel adopta en sus ultimos articulos. Al traducir estos
escritos hubiera resultado lo mas comodo dejar los signos y la
terminologia tal y como Gédel los empled. Pero eso dificultaria
extraordinariamente la lectura de los mismos, ya de por si
bastante dificiles. Por eso me he decidido a traducir no sdlo la
lengua ordinaria, sino también los signos 16gicos y la terminolo-
gia, unificindolos conforme a los usos actuales. Quien tenga un
interés digamos filoldgico por los textos tendra que acudir en
todo caso al original. Precisamente la unificacion y actualizacion
de los signos logicos y la terminologia nos ha permitido
combinar una completa fidelidad en la traducciéon con una
comprensibilidad relativamente facil de los textos.

Los signos logicos empleados son los cinco conectores —1
(no), A (y), V (o), — (si..., entonces...) y < (si y sOlo si) y los dos
cuantificadores V (para cada) y 3 (hay un ... tal que...). Las letras
griegas minusculas a, f8, ¢... se refieren a formulas cualesquiera (o
a numeros ordinales). Las formulas en que sélo aparecen
variables sentenciales y conectores se llaman formulas conectivas
y son estudiadas por la ldgica conectiva. La logica cuantificacio-
nal trata de las formulas en que aparecen cuantificadores. Si
todas las variables cuantificadas se refieren a individuos, tene-
mos la logica de primer orden. Una férmula sin variables libres
es una sentencia. Una formula es satisfecha o no por una
interpretacion, segiin que esa formula, asi interpretada, exprese
una idea verdadera o una falsa. Una formula satisfecha por
todas sus posibles interpretaciones es una formula valida. Y un
calculo que sirve para deducir todas las sentencias validas es un
calculo suficiente. La palabra «completud» —que a veces se
emplea para lo que aqui llamamos suficiencia— la reservamos
para la propiedad que tiene una teoria formal T cuando para
cada sentencia ¢ de su lenguaje formal ocurre que ¢ es un
teorema de T o que 71¢ es un teorema de T. Es en ese sentido en
el que Godel probd que la aritmética formal (y cualquier teoria
que la incluya) es incompleta. Limitandonos al primer orden
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podemos decir que Godel probd que el calculo logico es
suficiente, pero que las teorias interesantes formuladas con su
ayuda son incompletas. '

Este libro retne la totalidad de los escritos de Godel
publicados hasta ahora, ordenados cronoldgicamente. Cada uno
de ellos estd precedido de una pequeifia introduccién mia que lo
sitia en su contexto mas general y a veces lo resume somera-
mente. La bibliografia final recoge las obras a las que Godel
alude en sus escritos (mas algunas otras mencionadas en las
introducciones). Las referencias a la bibliografia se hacen me-
diante el apellido del autor y la fecha de la obra. Los afiadidos a
las notas se situan entre corchetes dobles.

La mayoria de los articulos originalmente escritos en inglés
sobre logica y teoria de conjuntos (es decir, Godel [1934],
[1938], [1939a], [1940], [1944], [1946] y [1947] han sido
traducidos por Enrique Casanovas, que es un buen conocedor de
la teoria de conjuntos de Godel, y a quien agradezco la eficaz
ayuda que me ha prestado en la dificil preparacion de esta obra.
Los articulos sobre cosmologia relativista (es decir, Godel
[1949], [1949a] y 1952] han sido traducidos por el conocido
filésofo de la fisica Ulises Moulines. El resto de los articulos (en
especial, todos los originalmente escritos en aleman) han sido
traducidos por mi. En cualquier caso, he sentado los criterios
para la unificacién y actualizacion de la terminologia y he
revisado todas las traducciones, por lo que soy responsable de
cuantos defectos puedan encontrarse en ellas.

Barcelona, junio de 1980.

JESUS MOSTERIN.



Introduccion a:
La suficiencia de los axiomas
del calculo légico de primer orden*

En 1879 Frege habia presentado el primer cdlculo deductivo
para lo que luego se llamaria la logica de primer y segundo
orden. En 1910 Russell y Whitehead habian ofrecido un céalculo
deductivo que abarcaba no sélo la logica de primer orden, sino
la teoria entera de tipos. De todos modos hubo que esperar a

* La traduccidn literal del titulo de este articulo seria «La completud de los
axiomas del calculo 16gico funcional». Pero ahora llamamos calculo légico de
primer orden a lo que hace cincuenta afios se llamaba calculo l6gico funcional.
Por otro lado, la palabra «completud», tal como la emplea Godel, es ambigua.
Las mas de las veces se refiere a la propiedad que tiene una teoria formal cuando
para cualquier sentencia de su lenguaje ocurre que ella o su negacion es un
teorema de la teoria. En esos casos hablaremos nosotros también de completud,
teoria completa, sistema formal completo, etc. Pero otras veces —sobre todo en el
presente articulo— la palabra «completud» se refiere a algo completamente
distinto: a la propiedad que tiene un calculo cuando sus reglas (y axiomas
16gicos) son suficientes para derivar con su ayuda todas las formulas logicamente
validas (o, equivalentemente, todas las consecuencias de los axiomas no 16gicos
dados). En este caso hablaremos de la suficiencia del calculo y de calculo
suficiente. Un célculo logico es correcto si sélo permite deducir (sin premisas)
formulas validas. Es suficiente si permite deducir todas las formulas validas. Y es
adecuado si es a la vez correcto y suficiente, es decir, si permite deducir todas y
solas las formulas validas.

18
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1928 para que Hilbert y Ackermann delimitaran de un modo
claro la logica de primer orden y presentaran un calculo
deductivo para ella. Desde luego ese calculo no era sintactica-
mente completo en el sentido de que para cada férmula o bien
ella o bien su negacion fuera deducible con su ayuda. En efecto,
un calculo logico deductivo sélo trata de generar las formulas
validas y hay muchas formulas tales que ni ellas ni su negacion
son validas. Lo que si podia plantearse era la cuestion de si el
calculo era semanticamente suficiente, es decir, si permitia
deducir todas las formulas validas. Hilbert y Ackermann mani-
festaban explicitamente en su libro (pag. 68) que esa pregunta
aun no habia encontrado respuesta en 1928. La respuesta la
daria Godel dos afios después, en 1930, con la publicacion de su
articulo sobre la suficiencia del calculo 16gico de primer orden, y
esta respuesta seria positiva: el calculo logico de primer orden es
lo suficientemente potente como para deducir con su ayuda
todas las formulas validas. Con esto el programa de Hilbert
obtenia un primer y esperanzador éxito.

Godel toma como punto de referencia el calculo l6gico de
primer orden contenido en Principia Mathematica. Russell y
Whitehead no se habian planteado ninguna cuestion semantica,
limitandose al desarrollo sintactico de su sistema formal. Pero
ante tal proceder «se plantea naturalmente la cuestiébn» —como
dice Godel- de si tal sistema formal es semanticamente suficiente
o no, de si sus axiomas y reglas bastan para deducir todas las
formulas validas o no. Ya Bernays habia probado previamente
que el fragmento mas trivial —el calculo conectivo— era semanti-
camente suficiente. Godel prueba ahora que un fragmento
mucho mas amplio e importante —el calculo cuantificacional de
primer orden— es semanticamente suficiente. Y la prueba es
inmediatamente aplicable al calculo deductivo de Hilbert y
Ackermann (o al fragmento de primer orden de Frege). De
hecho, todos los calculos logicos de primer orden actualmente
usados son semanticamente suficientes, pues seria absurdo
emplear calculos insuficientes para una légica suficientemente
abarcable mediante un calculo.

El famoso teorema de suficiencia semdantica del cdlculo logico
de primer orden aparece en el articulo como teorema I: Toda
férmula vdlida es deducible (es decir, derivable con ayuda de los
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axiomas y reglas de inferencia del calculo). El teorema I seria
trivialmente demostrable si dispusiéramos del teorema Il: Cada
formula es refutable o satisfacible (sobre un universo numerable).
En efecto, I afirma que cada formula valida es deducible. Sea ¢
una féormula valida cualquiera. Puesto que ¢ es valida, —1¢ no es
satisfacible. Por tanto, por el teorema II, —1¢ es refutable, es
decir, 71 1¢ es deducible y, por tanto, también ¢ es deducible.

Gddel define las K-formulas como sentencias prenexas, cuyo
prefijo comienza con VY y termina con 3, y prueba que si cada K-
formula es refutable o satisfacible, entonces también lo es toda
formula (teorema III). Para ello procede por induccion sobre el
grado de las K-formulas, definido como el nimero de secuencias
continuas de cuantificadores universales (separadas unas de
otras por cuantificadores existenciales) en el prefijo de cada K-
formula. En el teorema IV prueba que si cada K-fébrmula de
grado n es refutable o satisfacible, también lo es cada una de
grado n+1. Con esto solo le queda por probar el teorema V;
cada K-formula de primer grado es refutable o satisfacible. Esta
prueba es la mas dificil, y se lleva a cabo definiendo para cada
K-formula o (donde = es el prefijo y « el nicleo) una sucesion
infinita de formulas =,a,, tales que para cada n es deducible ma
- m,a, (teorema VI). Finalmente (v aqui estriba la novedad
fundamental de Godel respecto a anteriores resultados parciales
de Lowenheim y Skolem) Gddel introduce consideraciones
semanticas y, para cada K-formula que no es refutable, constru-
ye un modelo que la satisface. Con esto queda probado el
teorema V, y con ¢l el II y el I, es decir, queda demostrada la
suficiencia semantica del calculo logico de primer orden.

En 1915 Lowenheim habia probado que si una formula es
satisfacible en un modelo cualquiera, entonces es satisfacible
también en algin modelo (de ambito) numerable. En 1920
Skolem habia generalizado este resultado a un conjunto cual-
quiera de formulas de primer orden. Este teorema de Léwen-
heim-Skolem se desprende ahora como corolario de la prueba
del teorema de suficiencia por Gdodel. En efecto, el modelo que
Godel construye para cada formula no refutable tiene el conjun-
to de los niimeros naturales como &mbito y es, por tanto, un
modelo numerable. Sea ¢ una férmula satisfacible cualquiera.
Puesto que ¢ es satisfacible, ¢ no es refutable (dada la correccién



La suficiencia de los axiomas del calculo 16gico de primer orden 21

del calculo). Por tanto, ¢ es satisfacible en un modelo numera-
ble. Asi pues, cualquier féormula.satisfacible en general es ya
satisfacible sobre un dmbito numerable.

Una vez probado el teorema de suficiencia para el calculo
deductivo de primer orden sin identidad, Gddel lo generaliza,
extendiéndolo a la logica de primer orden con identidad.
También cada formula valida de primer orden con identidad es
deducible con el calculo correspondiente (teorema VII).

Otro corolario del teorema de suficiencia es el teorema de
compacidad —un conjunto infinito de féormulas es satisfacible si y
sOlo si cada uno de sus subconjuntos finitos lo es (teorema X)—,
de tan fecundas aplicaciones matematicas.

Finalmente, prueba Gdédel la independencia de los axiomas
del calculo deductivo de la logica de primer orden con identidad
que ha estado considerando.

La prueba de suficiencia de la l6gica de primer orden por
Godel en 1930 marca un jalon en la historia de la logica. A partir
de entonces el teorema ha sido probado también de otras
maneras. En 1930 Hilbert y Bernays ofrecieron una prueba
puramente sintactica del mismo. En 1949 Henkin presentd una
nueva prueba, semantica como la de Godel, pero mucho mas
simple. La prueba de Henkin, simplificada a su vez por Hasen-
jaeger y otros, constituye la base de la mayor parte de las
pruebas actuales de la suficiencia. También se utiliza el método
de las tablas semdnticas, mas afin a la primitiva prueba de
Godel.

El teorema de la suficiencia semantica del calculo deductivo
de primer orden, junto con sus corolarios —los teoremas de
Lowenheim-Skolem y de compacidad— estan a la base de la
teoria de modelos y de gran parte de la l6gica actual.

La prueba de este teorema constituyé la tesis doctoral de
Godel, escrita en 1929 y aceptada.por la Universidad de Viena el
6 de febrero de 1930. En el mismo afio 1929 Godel reescribié su
tesis y la envi6 para su publicacion como articulo.

El articulo de Godel aparecio bajo el titulo Die Vollstindig-
keit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils (La suficiencia
de los axiomas del célculo 16gico de primer orden) en la revista
Monatshefte fiir Mathematik und Physik, volumen 37 (1930), pp.
349-360. La version original del articulo ha sido reeditada en la
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antologia de Karel Berka y Lothar Kreiser: Logik-Texte (Akade-
mie-Verlag, Berlin, 1971), pp. 283-294. Una buena traduccion
literal al inglés (por Stefan Bauer-Mengelberg) se encuentra en la
antologia de Jean van Heijenoort: From Frege to Godel (Harvard
University Press, Cambridge, Mass., 1967), pp. 582-591.

I M.



LA SUFICIENCIA DE LOS AXIOMAS
DEL CALCULO LOGICO DE PRIMER ORDEN"

Como es bien sabido, Whitehead y Russell han construido la
logica y la matematica poniendo en cabeza como axiomas
ciertas sentencias evidentes y deduciendo a partir de ellas los
teoremas de la logica y la matematica de un modo puramente
formal (es decir, sin hacer uso del significado de los simbolos),
segun algunos principios de inferencia formulados con toda
precision. Respecto a esta manera de proceder, se plantea de
inmediato la cuestion de si el sistema de axiomas y principios de
inferencia que hemos puesto en cabeza es suficiente, es decir, si
realmente basta para deducir cada teorema logico-matematico, o
si mds bien es posible pensar en sentencias verdaderas (y quiza
también demostrables segin otros principios) que no puedan ser
derivadas en el sistema considerado. Esta pregunta ya ha
encontrado una respuesta positiva para el dominio de las
formulas de la logica conectiva, es decir, se ha mostrado? que de
hecho cada férmula conectiva valida se sigue de los axiomas
presentados en Principia Mathematica. Aqui vamos a hacer lo

! Tengo que agradecer al profesor H. Hahn varios consejos valiosos sobre la
escritura de este articulo.

2 Véase P. Bernays (1926): Axiomatische Untersuchung des Aussagenkalkiils
der «Principia Mathematica».

23
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mismo para un dominio mas amplio de formulas, a saber, para
las de la logica de primer orden?, es decir, tenemos que mostrar:

Teorema I: Cada férmula valida* de la légica de primer orden
es deducible.

Tomamos como base el siguiente sistema axiomatico®:

Signos basicos primitivos: =1, V, V (A partir de ellos pueden
definirse A, —, <, 3 del modo habitual).

Axiomas formales:

XVX—X

X->XVY

XVY - YV X
X-=Y)->(ZVX->2ZVY)
V¥x Px — Py

Vx(XV Px) - XV Vx Px

Reglas de inferencia®:

A e S e

1. El esquema de inferencia: De « y a— ff se puede inferir f.

3 En terminologia y simbolismo este trabajo sigue a Hilbert-Ackermann
(1928): Grunziige der theoretischen Logik [[esta traduccion a la 4.% edicion de ese
libro, 1958]. Segun esa obra, ¢l lenguaje de la 16gica de primer orden contiene las
formulas que se pueden formar a partir de las variables sentenciales X, Y, Z, ..., y
las variables predicativas (es decir, variables de propiedades o relaciones) de
primer tipo F, G, H, ..., mediante las operaciones V (0), 71 (no), V (para todo), 3
(existe), donde la variable en los prefijos Vx o Ix sélo puede referirse a individuos,
no a relaciones. Una tal férmula se llama valida (o tautoldgica) si un enunciado
verdadero resulta siempre que sustituyamos X, Y, Z, ..., por sentencias determina-
das y F, G, .., por relaciones determinadas (como ocurre, por ejemplo, con
Yx[Fx V 1 Fx]).

4 Mas precisamente debiéramos decir «vilida en cada dominio de indivi-
duos», lo que, de acuerdo con teoremas bien conocidos, significa lo mismo que
«valida en el dominio infinito numerable de individuos». La validez de una
formula con variables individuales libres ¢(x, v, ---, w) significa la validez de Vxy
- W (X, Y,...,W) y su satisfacibilidad, la satisfacibilidad de Ixy..w (X, v, ..., w),
de tal modo que siempre ocurre que «¢ es valido» equivale a «™1¢ no es
satisfacibley.

5 Coincide (excepto respecto al principio de asociatividad, que es redundante,
segun probo P. Bernays) con el expuesto en *1 y *10 de Principia Mathematica.

6 No todas estas reglas estin explicitamente formuladas en Russell-White-
head, pero todas ellas son continuamente usadas en las deducciones.
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2. La regla de sustitucion para variables sentenciales y
predicativas.

3. De ofx) puede inferirse ¥x a(x).

4. Unas variables individuales (libres o ligadas) pueden ser
reemplazadas por cualesquiera otras, con tal de que ello no
produzca ningin solapamiento de los alcances de las variables
designadas mediante el mismo signo.

Para lo que sigue es conveniente introducir algunas notacio-
nes abreviadas.

7y, Ty, T3, P, €tC., designan prefijos cualesquiera, es decir, filas
de signos finitas de la forma Vx3y, VyV¥x3zVu, etc.

Las letras alemanas mintsculas x, y, u, v, etc., designan n-
tuplos de variables individuales, es decir, filas de signos del tipo
de xyz, x,X;X,X3, etc., donde la misma variable puede aparecer
varias veces. Del modo correspondiente hay que entender Vz, Jy,
etcétera. Si una misma variable aparece varias veces en x, hay
que pensar, naturalmente, que so6lo esta escrita una vez en Vx, Jx.

Ademas necesitamos una serie de lemas, que vamos a reunir
aqui. No presentamos las pruebas, pues en parte son bien
conocidas y en parte son faciles de realizar:

1. Para cada n-tuplo ¢ es deducible:
a) VxFx - JxFx

b) VxFxA3xGx — Jx(FxA Gz)

¢) Ve Fxe 3zFx

2. Six y & solo se diferencian por el orden en que estan
escritas las variables, es deducible:

JxFx - 3¢'Fz’

3. Sitodas las variables de x son distintas entre si y ¥’ tiene
el mismo nimero de miembros que x, es deducible:

ViFx — Vi'Fx’'

incluso si en ¥’ aparecen varias variables iguales.
4. Si n; designa uno de los prefijos Vx;, 3x; y p;, uno de los
prefijos Vy,, Jy,, entonces es deducible”:

7 Un teorema anslogo vale para V en vez de A.
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Ty T, FX Xy Xy A p1pr P GY1Y2 Y e

< (FX X2 XA GY Y Vi)

para cada prefijo n que se componga de los n; vy p; y que
satisfaga la condicion de que 7; esté delante de &, para i<k<ny
de que p; esté delante de p, para i<k<m.

5. Toda féormula puede ponerse en forma normal prenexa,
es decir, para cada formula o hay una formula prenexa vy, tal que
a7y es deducible®,

6. Siaef es deducible, entonces también lo es @(o)« @(f),
donde ¢(o) designa una féormula cualquiera que contenga o
como parte. (Véase Hilbert-Ackermann [1928], 11, §7.)

7. Cada férmula conectiva valida es deducible, es decir, los
axiomas 1-4 constituyen un sistema suficiente de axiomas para el
célculo conectivo®.

Ahora pasamos a probar el teorema I, que también puede ser
formulado de la siguiente forma:

Teorema 11: Cada formula de la l6gica de primer orden es o
refutable®® o satisfacible (sobre un universo infinito numerable).

Que I se sigue de II se obtiene asi: Sea o una formula valida;
entonces —1o no es satisfacible y, por tanto, segtn II es refutable,
es decir, 1 (y por tanto también «) es deducible. De modo
igualmente facil se comprueba la otra direccion.

Definamos ahora una clase K de formulas k mediante las
siguientes condiciones:

1. x es una formula prenexa.

2. x carece de variables individuales libres.

3. El prefijo de k comienza con un cuantificador universal y
termina con un cuantificador particular.

Entonces vale:

8 Véase Hilbert-Ackermann (1928): Grundziige der teorestischen Logik, I, § 8
[en la 4.° ed., II1, §77.

9 Véase el trabajo citado en la nota 2.

10« es refutablen, significa «—1 ¢ es deducible».
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Teorema I11: Si cada K-formula es refutable o satisfacible!?,
también lo es cualquier formula.

Prueba: Sea « una formula que no pertenece a K y sean x sus
variables libres. Como inmediatamente se ve, de la refutabilidad
de o se sigue la de Jxa, y a la inversa (por el lema 1c, la regla de
inferencia 3 y el axioma 5). Lo mismo vale para la satisfacibili-
dad, por la convencion de la nota 4. Sea n¢ la forma normal
prenexa de Jxa, de tal modo que

1) dxo >
es deducible. Ademas estipulemos que

B =Vxndy(p A (Fx V 7 Fy))'?

Entonces
(2) e < B

es deducible (por el lema 4 y por la deducibilidad de Vx3y(Fx
V —1Fy)). B pertenece a K y, por tanto, es o satisfacible o
refutable. Pero por (1) y (2) la satisfacibilidad de g implica la de
Jxa y consiguientemente también la de «, y lo mismo vale para
la refutabilidad. Por tanto, también o es o satisfacible o re-
futable.

Teniendo en cuenta el teorema III, basta, pues, para probar
el teorema II con probar:

Cada K-féormula es o satisfacible o refutable.

Para ello definimos como grado de una K-férmula'® el
nimero de series de cuantificadores universales de su prefijo,

«satisfacible» a veces significa aqui y en el resto del articulo «satisfacible
on un dominio infinito numerable de individuos». Lo mismo puede decirse de
aviilidow,

% Las variables x, y no deben aparecer en 7.

'* 1in ¢l mismo sentido empleamos la expresiéon «grado de un prefijo».
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separadas unas de otras por cuantificadores existenciales. Prime-
ramente mostramos:

Teorema 1V: Si cada K-formula de grado n es o satisfacible o
refutable, entonces también lo es cada K-formula de grado n+1.

Prueba: Sea 7,00 una K-formula de grado n+1. Sea =,
=VYxdym, y m,=VuIvns, donde «, tiene el grado n y 75 el grado
n—1. Sea ademas F una variable predicativa que no aparezca
en a. Establezcamos'*:

B =Vx'3y Fe'y’' A VeVy(Fry — 7,00

y=V2'VaVyVu Iy Joms (Fx'y’' A (Fry—a))*?

Aplicando dos veces el lema 4 junto con el lema 6 obtenemos
la deducibilidad de

(3) Bey

Ademas esta claro que la férmula
4 B — m

es valida. Ahora bien, y tiene grado n, y por tanto es por
hipétesis o satisfacible o refutable. Si y es satisfacible, entonces
también lo es ma (por (3) v (4)). Si y es refutable, entonces
también lo es B (por (3)), es decir, entonces 1 es deducible. Y si
sustituimos F por 7,z en —1f, obtenemos que en este caso €s
deducible:

(Ve Iy my oA\ VEVY (00— 150 ))

4 Th. Skolem ha empleado un procedimiento analogo para la prueba del
teorema de Lowenheim.

15 Naturalmente, suponemos que las sucesiones de variables X, ', 9.1)",u.v
son disjuntas entre si.
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Pero puesto que naturalmente
VW (0 — m,0)

es deducible, también lo es —1Vx 'dy’m,a, es decir, en este caso mio
es refutable. Por tanto, de hecho n;a es o refutable o satisfacible.

Ahora ya sdlo nos queda por probar:

Teorema V: Cada K-férmula de primer grado es o satisfacible o
refutable.

La prueba requiere algunas definiciones previas. Sea
Vedya(x; y) —abreviado como na— una féormula cualquiera de
primer grado. Mediante x representamos un r-tuplo de variables,
con y un s-tuplo. Consideremos los r-tuplos sacados de la
sucesion Xg, Xy, X3, -..X;...ordenados por la suma creciente de sus
indices en una sucesion:

X :(Xo, XO""Xo), Xy =(X1, XO’ -.--xo)’ x3=(x()9 Xl’ xo...xo)

etcétera, y definamos una sucesion {o,} de formulas derivadas a
partir de no del siguiente modo:

o0 = a(xl; X19 X2 ”.Xs)
0 = a(xZ; xs+17 xs+2 ...XZS)/\ 0y

oy = 0%, Xn—1)s+1> Xn—1)s+2 """ Xps)N 0y

Designemos mediante p, €l s-tuplo Xg,_j)s+1 "X, de tal
modo que: '

(5) o, = “(xn; l)n)/\ Ap—1
Ademas definimos =,a,, estableciendo:

7,0, = AXoAX, << X5,



30 Kurt Godel

Como facilmente se comprueba, en «, aparecen precisamente
las variables x,---hasta x,,, que estan también ligadas por el
prefijo n,. Ademas es evidente que las variables del r-tuplo z,.,
ya aparecen en 7, (y por tanto son distintas de las que aparecen
en y,.,). Designemos mediante =, lo que queda de =, cuando
suprimimos las variables de r-tuplo z,,,. Si nos olvidamos del
orden de aparicion de las variables, 3x, 7, =7,

Supuestas estas notaciones, tenemos:

Teorema VI: Para cada n es deducible: mo— w,a,,.
ProBaremos el teorema por induccion completa.
I. ma—m o, es deducible, pues tenemos:
Vxdyo(x; y) — Ve Iy, o(x,: v,)
(por €l lema 3 y la regla de inferencia 4) y
Ve 3y1 (e n1) = 32300 alxs; va)

(por el lema 1 a).

II. moeAm,o, — T,.1%,4+, €8 deducible para cada n, pues
tenemos:

(6) Vedyox; v) = Ve, 130,41 0%, 115 Dt )
(por el lema 3 y la regla de inferencia 4) y

(7 Tty = 3%, 417 o

(por el lema 2). Ademas

(8) VI"+131),,+1(X(.’£"+1; l)n+1)/\ 33‘:n—FITE,nO(n_)

= 32,1 1@y a(x,1 15 Vatr DA 7'5;;0‘")
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(por el lema 1 b, donde hemos sustituido F por
32, 41025415 Dar1) Y G por w'ay,).

Fijandonos en que el antecedente del condicional (8) es la
conyuncion de los consiguientes de (6) y (7), comprobamos que
es deducible:

(9) A T, 0y —> E]er-l(E] l),,+1OC(I,,+1; l)n+1)/\ n;lan)

~ Por otro lado, de (5) y los lemas 4, 6 y 2 se sigue la
deducibilidad de:

(10) 3%, 41395410 (x 0415 Vpt1) /\”;z“n)‘—’ﬂn+1°‘n+1

De (9) y (10) se sigue II, y de II, junto con I, se sigue el
teorema VI.

Supongamos que en « aparecen las variables predicativas F;,
F,---F, y las variables sentenciales X;, X, ---X,. Entonces a, se
construye con la sola ayuda de los conectores V y —1 a partir de
componentes elementales del tipo:

lePl'“qu’ FZXPZ.”X(IZ’ RN Xl’ X2' Xl

A cada «, le hacemos corresponder una férmula conectiva
B., que obtenemos reemplazando los componentes elementales
de a, por variables sentenciales, de tal modo que a diferentes
componentes elementales (aunque sélo se diferencien respecto a
las variables individuales) los reemplacemos por variables sen-
tenciales distintas. Por otro lado, vamos a designar como
«modelo® de nivel n de wa» a un sistema de relaciones R}--- R},
definido en el dominio de los niimeros naturales z (0 <z <ns), asi
como de valores veritativos wf{, wj---w] para las variables
sentenciales X,, X,- - -X,, tales que la sustitucion en «, de los F;
por los R}, de los x; por los nimeros i y de X; por los
correspondientes valores veritativos w! da lugar a un enunciado

°[l Aqui traducimos «Erfiillungssystem» —literalmente, sistema satisfacto-
rio-- por «modelo»]].
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verdadero. Evidentemente, existen modelos de nivel # si y solo si
B, es satisfacible.

Cada f,, como féormula conectiva, es o satisfacible o refutable
(lema 7). Por tanto, s6lo pueden darse dos casos:

1. Al menos un f, es refutable. Entonces, como facilmente
se ve (por las relas de inferencia 2 y 3 y el lema 1c), también es
refutable la correspondiente x,0, y, a causa de la demostrabili-
dad de na—=,a,, también 7o lo es.

2. Ningun B, es refutable, es decir, todos los B, son
satisfacibles. Entonces hay modelos de cada nivel. Pero puesto
que solo hay un ntmero finito de modelos para cada nivel (a
causa de la finitud de los correspondientes dominios de indivi-
duos) y puesto que ademas cada modelo de nivel n+1 contiene
como parte!® otro modelo de nivel n (lo que se desprende
inmediatamente de la manera como se construyen los «, median-
te repetidas conyunciones), por conocidos razonamientos se
sigue que en este caso hay una sucesion de modelos S;, S,, -+ S,
-+(S, de nivel k), cada uno de los cuales contiene al anterior
como parte. Ahora definimos en el dominio de los numeros
naturales un sistema &={S,, S,---S; v,0,- - -v;} mediante las
siguientes estipulaciones:

1. S,a,---a; (1<p<k) debe valer siy sblo si para al menos
un S, de la sucesidén anteriormente citada (y entonces también
para todos los siguientes) vale R)'ay- - - a;.

2. v;=wl(1<i<l)para al menos un S,, (y entonces también
para todos los siguientes).

Entonces esta claro, sin mas, que el sistema % hace verdadera
la férmula mo. Asi pues, en este caso na es satisfacible, con lo que
ha terminado la prueba de la suficiencia del sistema de axiomas
arriba indicado. Podemos sefialar que la ahora ya probada

16 Que un sistema {Fy, F2, .., Fi; wi, wy, ..., wi} es parte de otro {Gi, G, ...,
Gy; v1, U2, ..., Uy} significa que: _

1. El dominio de individuos de los F; es parte del dominio de individuos de
los G;.

2. Los F, coinciden con los G; en el dominio mds reducido.

3. Para cada i, v;=w,
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equivalencia entre «valido» y «deducible» implica una reduccioén
de lo supernumerable a lo numerable respecto al problema de la
decision, pues «valido» se refiere al conjunto supernumerable de
las relaciones, mientras que «deducible» solo supone el conjunto
numerable de las deducciones.

Los teoremas I y II pueden ser generalizados en diversas
direcciones. Por lo pronto es facil considerar también el concep-
to de identidad (entre individuos), afiadiendo a los axiomas 1-6
arriba indicados los dos siguientes:

7. X=X

8. x=y—(Fx—>Fy)

También para este dominio ampliado de formulas vale de
modo analogo como antes el

Teorema VII: Cada formula vdlida (mds precisamente, vdlida
en cada dominio de individuos) de la légica de primer orden con
identidad es deducible.

Y, equivalente con éste, el

Teorema VIII1: Cada férmula de la logica de primer orden con
identidad es o refutable o satisfacible (y precisamente sobre un
dominio de ipdividuos finito o infinito numerable).

Para probarlo supongamos que « sea una formula cualquiera
de la légica de primer orden con identidad. Construimos una
férmula  como la conjuncidn de o, de Vx x=xy de todas las
[ormulas que se obtienen del axioma 8 sustituyendo la variable
predicativa F por las variables predicativas que aparecen en o, es
decir, mas precisamente

VxVy(x =y — (Fx - Fy))
para todas las variables predicativas monadicas de a,

VxVyVz(x =y — (Fxz = Fyz)) A ¥xVyVz(x =y — (Fzx — Fzy))
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para todas las variables predicativas diadicas de « (incluida «=»
misma); y las formulas correspondientes para las variables
predicativas triddicas y otras poliddicas. Sea ' la formula que se
obtiene a partir de f, sustituyendo en ésta el signo de identidad
= por una variable predicativa G que no aparezca en f. En la
formula B ya no aparece el signo de identidad y es por tanto
refutable o satisfacible, segin probamos anteriormente. Si ' es
refutable, también lo es f§, que se obtiene de f’ por sustitucion de
G por =. Pero f es la conyuncion de a y el resto de la formula,
que evidentemente es deducible a partir de los axiomas 7 y 8.
Por tanto, en este caso también o« es refutable. Supongamos
ahora que f’ sea satisfacible por un cierto sistema % de relacio-
nes'” sobre un dominio numerable de individuos S. De la manera
de construirse f se desprende que H (es decir, la relacion del
sistema % que corresponde a G) es una relacion reflexiva,
simétrica y transitiva, y que por tanto genera una particion de
los elementos de S, tal que los elementos de la misma clase
pueden ser sustituidos unos por otros sin que cambie nada
respecto al darse o no darse de una relacion del sistema . Por
consiguiente, si identificamos entre si todos los elementos que
pertenecen a la misma clase (por ejemplo, considerando las
clases mismas como elementos de un nuevo dominio de indivi-
duos), H se convierte en la relacion de identidad, con lo que
tenemos una satisfaccion de f y por tanto también de a. De
hecho, pues, o es o satisfacible'® o refutable.

Otra generalizacion del teorema I se obtiene considerando
conjuntos infinitos numerables de formulas 16gicas. También
para ellos valen los andlogos de 1 y II, es decir:

Teorema IX: Todo conjunto infinito numerable de formulas de
la légica de primer orden es o satisfacible (es decir, todas las
formulas del conjunto son simultdneamente satisfacibles) o
contiene un subconjunto finito, cuya conyuncion es refutable.

7 Si en « aparecen variables sentenciales, & debe contener, ademas de
relaciones, también valores veritativos para esas variables sentenciales.

18 Y en un dominio numerable (pues consta de clases disjuntas de individuos
de un dominio denumerable §).
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IX se sigue inmediatamente de:

Teorema X: Para que un conjunto infinito numerable de
Sformulas sea satisfacible es necesario y suficiente que cada subcon-
Junto finito suyo sea satisfacible.

Respecto al teorema X empezaremos por constatar que en su
prueba podemos limitarnos a conjuntos de formulas normales®®
de primer grado, pues aplicando repetidamente el procedimiento
empleado en la prueba de los teoremas III y IV a cada férmula
concreta podemos indicar para cada conjunto X de formulas un
conjunto ¥’ de féormulas normales de primer grado, tal gue la
satisfacibilidad de un subconjunto cualquiera de X es equivalen-
te con la del correspondiente subconjunto de %'.

Sea pues
Vi o (2 ny), V30,00 (%0 9) -0 VE,Tu,0,(%, 9,)

un conjunto numerable X~ de férmulas normales de primer
grado, x; sea un r-tuplo, y; un s;-tuplo de variables. x}, 25, -~ x, -
sea una sucesion de todos los ri-tuplos de elementos de la
sucesion Xg, Xy, Xz, **7, X, **°, Ordenados por suma creciente de
indices, ademas sea y} un s;-tuplo de variables de la sucesion

antes citada, tal que si en la sucesion
1.2 1 .2 .3 1 ..
l)}’ ‘)2’ 1)17 1)3’ l)25 l)la 1)4’ k) etc.

reemplazamos cada uno de los v} por el correspondiente s;-tuplo
de variables, obtenemos la sucesion x;, X,, **, X,, -~ Ademas
definimos, de modo andlogo a como ya antes hicimos, una
sucesion de formulas f, mediante las estipulaciones:

B = a1 (x15 v})
Bu=Bu-1Nay(xy p)A az(x%—ﬁ ‘)%—1)/\ Ao,y (1'5‘% ')gnl)
Aoy (x5 1)

00 [TEs decir, K-formulas, en 1a terminologia anterior.]]
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Facilmente se ve que =,f3, (es decir, la formula que se obtiene
a partir de f, ligando todas sus variables libres mediante
cuantificadores 3) es una consecuencia de las primeras n formu-
las del anterior conjunto X. Por tanto, si cada subconjunto finito
de X es satisfacible, también lo es cada f,. Pero si cada f8, es
satisfacible, entonces también lo es el conjunto X entero (lo cual
puede obtenerse aplicando el razonamiento empleado en la
prueba del teorema V). Con esto queda probado el teorema X.
Los teoremas IX y X pueden ampliarse sin dificultad a sistemas
formales que contengan el signo = por el procedimiento
empleado en la prueba del teorema VIIL

Todavia se puede dar otra version del teorema IX, si nos
limitamos a conjuntos de férmulas sin variables sentenciales y si
consideramos que estos conjuntos son sistemas axiomaticos,
cuyos conceptos primitivos son las variables predicativas que alli
aparecen. Entonces el teorema IX dice, evidentemente, que
cualquier sistema axiomatico finito o numerable, en cuyos
axiomas «todo» y «hay» nunca se refieren a clases o relaciones,
sino sélo a individuos'®, o es contradictorio (es decir, se puede
obtener en ¢l una contradicciéon en un numero finito de pasos
formales) o posee un modelo.

Tratemos, finalmente, de la cuestion de la independencia de
los axiomas 1-8. Ninguno de los axiomas 1-4 se sigue de los
otros tres, como ya ha mostrado P. Bernays*°. Su independencia
no resulta alterada por el afiadido de los axiomas 5-8, como
puede mostrarse mediante las mismas interpretaciones usadas
por Bernays, extendiéndolas también a férmulas que contengan
variables predicativas y el signo = mediante la estipulacion de
que:

1. Se suprimen los prefijos y las variables individuales.

2. En el resto de la féormula, las variables predicativas se
tratan como variables sentenciales.

3. El signo = sélo puede ser sustituido por uno de los
valores veritativos «sefialados».

1% Fl sistema axiomatico de Hilbert para la geometria, exceptuando el
axioma de continuidad, puede servir como ejemplo.
20 Véase el trabajo citado en la nota 2.
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Para mostrar la independencia del axioma 5 hacemos corres-
ponder a cada féormula otra férmula, obtenida sustituyendo
cada uno de sus componentes (caso de que los tenga) del tipo:

VxFx, VyFy - -; VxGx, VyGy---; -+ 2!

por XV —X. Con esto los axiomas 1-4 y 6-8 se convierten en
férmulas validas y lo mismo ocurre con las formulas derivadas
de esos axiomas mediante las reglas de inferencia 1-4, como
puede comprobarse por induccion completa, mientras que el
axioma 5 no posee esa propiedad. De exactamente el mismo
modo se muestra la independencia del axioma 6, solo que ahora
VxFx, VyFy, ---, etc., han de ser reemplazadas por XA —1X. Para
probar la independencia del axioma 7 basta con sefialar que los
axiomas 1-6 y 8 (y por tanto todas las formulas derivadas de
ellos) contintian siendo validos al reemplazar la relacion de
identidad por la relacion vacia, mientras que ello no ocurre con
el axioma 7. Analogamente, las férmulas derivadas de los
axiomas 1-7 siguen siendo logicamente validas al reemplazar la
relacion de identidad por la relacion universal, mientras que ello
no ocurre con el axioma 8 (en un dominio de individuos con al
menos dos individuos). También es facil comprobar que ninguna
de las reglas de inferencia 1-4 es superflua, aunque aqui renun-
ciamos a mostrarlo en detalle.

2! Bs decir, las variables predicativas F, G, ..., etc, precedidas de un
cuantificador universal, cuyo alcance se limita a la formula formada por la F, G,
ctedtern, en cuestion y su correspondiente variable individual.



Introduccion a:
Sobre la suficiencia
del cdlculo légico

La tesis doctoral de Go6del, en que se probaba la suficiencia o
completud semantica del calculo deductivo de primer orden, fue
escrita en 1929. Godel obtuvo por ella el titulo de doctor el 6 de
febrero de 1930. Una version reescrita —[Godel 193071 de su tesis
fue enviada en octubre de 1929 a la revista Monatshefte fiir
Mathematik, donde aparecié en 1930. Estos mismos resultados
fueron presentados oralmente el 14 de mayo de 1930 en el
coloquio matematico dirigido por K. Menger en Viena. Luego
Gaodel volvib a presentar oralmente sus resuitados en una reunién
de la Deutsche Mathematiker-Vereinigung (Union alemana de los
matematicos) celebrada en Konigsberg el 6 de septiembre de
1930. El resumen aqui traducido aparecié bajo el titulo Uber die
Vollstindigkeit des Logikkalkiils (Sobre la suficiencia del calculo
16gico) en la revista Die Naturwissenschaften, vol. 18, pag. 1068,
publicado en 1930. '

I M.
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SOBRE LA SUFICIENCIA
DEL CALCULO LOGICO

En la fundamentacién axiomatica de la logica, tal como se
presenta, por ejemplo, en Principia Mathematica, se plantea la
cuestion de si los axiomas de los que se parte son «suficientes», es
decir, si realmente bastan para deducir formalmente cada teore-
ma logico correcto. Este problema solo ha sido resuelto hasta
ahora para los teoremas logicos mas sencillos, a saber, los del
calculo conectivo. La respuesta resulta ser positiva, es decir, cada
formula conectiva correcta (valida) se sigue de los axiomas de
Principia Mathematica. El conferenciante muestra como este
teorema puede ser extendido a las férmulas del calculo logico de
primer orden (féormulas sin variables predicativas ligadas).
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Introduccién a:
Algunos resultados metamatematicos
sobre completud y consistencia

En 1930 logré Godel probar sus famosos teoremas sobre la
incompletud de los sistemas formales que abarquen la aritmética
recursiva primitiva y sobre la imposibilidad de probar en ellos su
propia consistencia. En ese mismo afio comunico su descubri-
miento a la Academia de Ciencias de Viena, en cuyo boletin
publicé inmediatamente un anticipo-resumen del mismo.

Este anticipo-resumen, titulado Einige metamathematische
Resultate iiber Entscheidungsdefinitheit und Widerpruchsfreiheit
(Algunos resultados metamatematicos sobre completud y consis-
tencia) aparecié en el Anzeiger der Akademie der Wissenschaften
in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, 67 (1930),
pags. 214-215. El texto original estd reimpreso en Berka y Kreiser
(1971), pags. 320-321. Una traduccion al inglés (por Stefan
Bauer-Mengelberg) aparece en van Heijenoort (1967), pags. 595-
596.

I M.
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ALGUNOS RESULTADOS
METAMATEMATICOS
SOBRE COMPLETUD Y CONSISTENCIA

Si a los axiomas de Peano afiadimos la logica de Principia
Mathematica' (con los numeros naturales como individuos) con
el axioma de eleccion (para todos los tipos), obtenemos un
sistema formal S, para el cual valen los siguientes teoremas:

1. Elsistema S no es completo, es decir, en él hay sentencias
¢ (que pueden efectivamente ser indicadas), tales que ni ¢ ni 11¢
son deducibles y, en especial, hay problemas indecidibles con la
sencilla estructura 3x Ex, donde x varia sobre los numeros
naturales y F es una propiedad (incluso decidible) de los
numeros naturales?.

II.  Incluso si admitimos todos los medios logicos de Princi-
pia Mathematica (por tanto, en especial el calculo l6gico de
orden superior y el axioma de eleccion) en la metamatematica,
no hay ninguna prueba de consistencia para el sistema S (y aun
menos la hay si restringimos de alguna manera los medios de
prueba). Por consiguiente, una prueba de consistencia del
sistema S solo puede llevarse a cabo con ayuda de modos de
inferencia que no estén formalizados en el sistema S, y algo

! Con axioma de reducibilidad o sin teoria ramificada de tipos.
2 Ademas en S hay férmulas de primer orden para las que no es deducible la
vilidez universal ni la existencia de un contraejemplo.
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42 Kurt Godel

analogo ocurre también con los otros sistemas formales, como el
sistema axiomatico de conjuntos de Zermelo-Fraenkel®.

III. El teorema I puede ser aun reforzado, en el sentido de
que ni siquiera afiadiendo un nimero finito de axiomas (o0 una
infinidad que resulte de un nimero finito mediante «elevacion
de tipo») al sistema S obtenemos un sistema completo, mieniras
el sistema ampliado siga siendo w-consistente. Que un sistema
formal sea w-consistente significa aqui que no hay ninguna
propiedad numérica F para la que podamos deducir tanto F1,
F2, ..., Fn, ..., ad infinitum como 3Ix —1 Fx. (Hay extensiones del
sistema S que son consistentes, pero no w-consistentes.)

IV. El teorema I sigue valiendo para todas las extensiones
w-consistentes del sistema S que resulten de afiadirle una
infinidad de axiomas, mientras la clase de axiomas afiadidos sea
decidible, es decir, mientras para cada formula sea metamatema-
ticamente decidible si es un axioma o no (y aqui suponemos que
en la metamatematica disponemos otra vez de los medios logicos
de Principia Mathematica).

Los teoremas I, IIT y IV pueden extenderse también a otros
sistemas formales, como por ejemplo a la teoria axiomatica de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel, con tal de que tales sistemas
sean w-consistentes.

Las pruebas de estos teoremas apareceran en Monatshefte fiir
Mathematik und Physik.

3 Este resultado vale en especial también para el sistema axiomatico de la
matemadtica clasica, tal como ha sido construido, por ejemplo, por J. von
Neumann (1927).



Introduccion a:

Sobre sentencias formalmente
indecidibles de principia
mathematica y sistemas dfines

El programa formalista de Hilbert requeria la completa
formalizacion de la matematica clasica. Sus conceptos habian de
ser reemplazados por signos graficos, sus ideas por hileras de
signos, el razonamiento por la mera manipulacion combinatoria
de las hileras y la demostracion por la deduccion formal
conforme a reglas mecénicas.

Con esto podriamos olvidarnos del contenido transfinito
presuntamente problematico de la matematica clasica y limitar-
nos a inspeccionar desde fuera el juego con hileras de signos,
restringiendo ahora nuestros razonamientos a lo mas evidente y
menos problematico, a lo finitario.

Mediante razonamientos externos y finitarios acerca de las
posibilidades combinatorias de las hileras finitas de signos habia
que probar que el juego no era peligroso, es decir, que jugando a
€l no podia caerse en contradicciéon alguna. En resumen, el
programa formalista de Hilbert requeria dos cosas: (1) construir
sistemas formales completos para las principales teorias de la
matematica clasica, y (2) probar la consistencia de dichos
sistemas formales.

En un sistema formal tenemos en primer lugar un conjunto
enumerable de signos primitivos, que determina el conjunto de
sus hileras o secuencias finitas de signos (con posibles repeticio-
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44 Jesus Mosterin

nes). En segundo lugar tenemos ciertas reglas combinatorias, que
determinan cudles hileras son formulas. El conjunto de las
formulas constituye el lenguaje formal del sistema. En tercer
lugar tenemos otras reglas combinatorias, que determinan cuales
secuencias de formulas constituyen deducciones. Una sentencia
es una formula sin variables libres. Una sentencia es deducible si
constituye el ultimo miembro de (una secuencia de formulas que
es) una deduccion. El conjunto de las sentencias deducibles
constituye una teoria formalizada.

Un sistema formal S es completo si y solo si para cada
sentencia ¢ de su lenguaje formal ocurre que ¢ es deducible en S
0 que no-¢ es deducible en S. Asi pues, un sistema formal
completo no deja pregunta (representable en su lenguaje formal)
sin respuesta. Con su ayuda pueden decidirse todas las cuestio-
nes pertinentes. Basta con deducir y deducir... hasta llegar a ¢ o
a no-¢. Es seguro que a una de las dos llegaremos. Todos los
problemas planteados en un sistema formal completo son
decidibles.

Un sistema formal S es incompleto si y solo si hay alguna
sentencia ¢, tal que ni ¢ es deducible en S, ni tampoco lo es no-
@. Por tanto, hay problemas planteables en S para los que S no
ofrece solucion, hay problemas indecidibles en S.

Un sistema formal S es consistente si y sélo si hay alguna
sentencia de su lenguaje formal que no es deducible en S (o,
equivalentemente, si para ninguna sentencia ¢ ocurre que tanto
@ como no-¢ sean deducibles en S).

Un sistema formal S es inconsistente o contradictorio si y
solo si toda sentencia del lenguaje formal de S es deducible en §
(o, equivalentemente, si hay alguna sentencia ¢ del lenguaje
formal de S, tal que tanto ¢ como no-¢ son deducibles en S).

Aunque un sistema formal incompleto puede, sin embargo,
ser de gran utilidad teodrica, un sistema formal inconsistente es
absolutamente absurdo e inutil.

Una teoria definida semanticamente (como el conjunto de las
sentencias verdaderas en un modelo determinado) es siempre
completa y consistente. Y si pretendemos que un sistema formal
(como la aritmética formalizada) refleje perfectamente una teoria
definida semanticamente (como la aritmética natural), entonces
es preciso que el sistema formal sea completo y consistente. Por
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otro lado, si pretendemos probar la consistencia de un sistema
formal de un modo satisfactorio, es preciso que los razonamien-
tos empleados en la prueba de consistencia sean mas simples o
débiles o seguros que los incorporados en el sistema formal
mismo o, en cualquier caso, no mas potentes y arriesgados.

Hacia 1930 la situacion del programa formalista de Hilbert
era mas o menos la siguiente. Se pensaba que el primer
requerimiento (formalizacion completa de la matematica clasica)
habia sido ya basicamente cumplido con la construccion del
sistema formal de Principia Mathematica y otros comparables
(como la teoria axiomatica de conjuntos suplementada por un
calculo logico, etc.). Y por esta fecha muchos matematicos y
légicos trataban de cumplir el segundo requerimiento (es decir,
trataban de probar la consistencia del sistema formal). Como la
tarea parecia dificil, se trataba de empezar por lo mas facil, por
probar la consistencia de algin sistema formal de la aritmé-
tica.

El aiio 1931 se publicé el articulo mas famoso de Godel y
quiza de la historia entera de la 16gica. Sus resultados mostraban
la imposibilidad de llevar a cabo el programa de Hilbert. En pri-
mer lugar Godel probaba que todos los sistemas formales de la
matematica clasica (incluidos el de Principia Mathematica, 1a arit-
mética formal de Peano, la teoria axiomatica de conjuntos, etcé-
tera, y, en general, cualquier sistema formal que cumpliese ciertas
condiciones de aceptabilidad) son incompletos, es decir, que para
cada uno de ellos puede efectivamente construirse una sentencia
indecidible (tal que ni ella ni su negacion es deducible). Ademas,
esta incompletud no tiene remedio. Por muchos axiomas que
afiadamos, los sistemas formales siguen siendo incompletos. En
segundo lugar Godel demostraba que es imposible probar la
consistencia de un sistema formal (que cumpla ciertas minimas
condiciones de aceptabilidad) de la matematica clasica, incluso
utilizando todos los recursos y razonamientos incorporados en
¢l sistema, es decir, que es imposible demostrar la consistencia de
un sistema formal dentro del mismo. Naturalmente, sigue siendo
posible probar su consistencia desde una teoria mas potente que
el propio sistema formal, pero eso seria de dudosa utilidad.

Los resultados de Godel cayeron como una bomba, a pesar
de que ¢él mismo tratdé de dorar la pildora, indicando posibles
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salidas. Ademas, el caricter efectivo y constructivo de sus
pruebas, admisibles para todos los logicos y matematicos,
incluso para Jos intuicionistas, hizo que éstas fueran aceptadas
de inmediato. Ni la ldgica ni la filosofia de la matemadtica
volverian ya nunca a ser lo que fueron. Una cierta ingenuidad
y un cierto optimismo habian desaparecido para siempre.

La formalizacion y los sistemas formales dejaban de ser una
panacea filosofica y sus posibilidades y limitaciones intrinsecas
pasaban a convertirse en objeto de estudio riguroso para una
metamatematica que acababa de alcanzar su madurez.

Gaodel llevo a cabo sus pruebas planteando y resolviendo los
problemas metamatematicos dentro de la aritmética. Por un
ingenioso procedimiento, Gddel asignd nimeros naturales a las
hileras (y secuencias de hileras) del sistema formal y relaciones
numeéricas a las relaciones metamatematicas. Establecido asi un
isomorfismo entre el sistema formal y cierto sistema numérico,
Godel se movio con gran habilidad entre ambos, jugando con el
doble hecho de que, por un lado, toda afirmacién metamatema-
tica sobre el sistema formal tenia un correlato numérico y de
que, por otro lado, toda afirmacién numérica pertinente podia
ser expresada por una formula del sistema formal. Asi era
posible contruir una sentencia ¢ que, naturalmente interpretada,
decia que un cierto niimero n tenia una cierta propiedad P. Pero
ese nimero era el nimero correspondiente a la formula ¢, y esa
propiedad era la propiedad numérica correspondiente a la
propiedad metamatematica de no ser deducible. Por tanto, la
sentencia ¢, naturalmente interpretada, afirmaba su propia
indeducibilidad. Bordeando la paradoja del mentiroso, pero sin
caer en ella (la sentencia ¢ es a la vez verdadera e indeducible, y
en ello no hay paradoja alguna, aunque si sorpresa), Godel
prueba que ni ¢ ni no-¢ pueden ser deducibles en el sistema
formal, que, por tanto, es incompleto. De modo analogo prueba
que es imposible deducir la formula que, naturalmente interpre-
tada, afirma la consistencia del sistema.

En sus correrias aritméticas Godel se limita basicamente a
una clase especialmente manejable de relaciones y funciones
numéricas: las relaciones y funciones recursivas primitivas,
definidas por primera vez en este articulo y cuyo estudio daria
lugar mas tarde a la teoria de la recursion.
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El articulo se divide en cuatro partes.

La primera parte constituye una presentacion informal y
resumida del teorema de incompletud y del camino seguido para
llegar a él.

La segunda parte del articulo comienza con la descripcion
detallada del sistema formal P, que va a servir de base a sus
demostraciones y que esencialmente consiste en la uniéon de la
logica de Principia Mathematica con los axiomas de Peano. La
logica de Principia Mathematica es una logica de tipos, que
distingue variables de cada tipo. En el sistema P se fija la
interpretacion de las variables de una vez por todas: las variables
de tipo 1 se referiran a nimeros naturales, las de tipo 2 a clases
de ntimeros naturales, las de tipo 3 a clases de clases de numeros
naturales, etc. Esta fijacion, junto con el afiadido de los axiomas
de Peano, convierte a P en un sistema interpretado. Por tanto,
siempre hay una interpretacion natural de cada formula de P,
conforme a la cual cada formula, si bien es una mera hilera o fila
de signos, tiene un contenido, expresa una idea (verdadera o
falsa) sobre los nimeros naturales.

A continuacién Gdédel introduce un procedimiento para
codificar numéricamente la metateoria del sistema formal P. A
una tal codificacion se le llama desde entonces una gddelizacion,
y el numero asignado a una entidad sintactica se ilama su
numero de Goédel. Godel asigna biunivocamente numeros natu-
rales a cada signo primitivo de P, a cada hilera de signos de P, a
cada formula de P y a cada sucesion de formulas de P, con lo
que cada entidad sintactica queda representada por un cierto
numero natural.

Dada una hilera o una secuencia de hileras cualquiera,
podemos computar efectivamente su nimero de Godel. Y dado
un numero natural cualquiera, podemos decidir si es el nimero
de Godel de alguna hilera o secuencia de hileras de P y, en caso
afirmativo, podemos computar y escribir la correspondiente
hilera o sucesion de hileras.

Esta representacion numeérica de las entidades sintacticas
determina una serie de relaciones y funciones numéricas que
corresponde exactamente a las relaciones y funciones metamate-
maticas.
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Asi, a la propiedad metamatematica de ser un axioma
corresponde la propiedad numérica de ser el nimero de Gdodel
de un axioma. A la relacion metamatematica en que estd una
formula con otras dos cuando es inferible de ellas mediante la
regla del modus ponens (que permite inferir f de a—f y o)
corresponde la relacion numérica en que esta un numero natural
n con otros dos m y p cuando n es el nimero de Godel de una
formula inferible por modus ponens de otras dos féormulas cuyos
nameros de Godel son m y p.

Godel introduce aqui una disgresion para definir la clase de
las funciones numéricas recursivas primitivas. Aunque funciones
de este tipo habian sido usadas por otros autores, Gddel dio
aqui su primera definicion explicita (funciones obtenidas por
composicion y recursion a partir de ciertas funciones iniciales
triviales), que se ha hecho clasica. Una relacion numérica R es
recursiva primitiva si y solo si lo es su correspondiente funcion
caracteristica (es decir, la funcion f; tal que R x,, ..., X, <> fz (X1,
..., X,)=0 para cualesquiera numeros x,, ---» x,). Luego prueba
cuatro teoremas sobre funciones y relaciones recursivas primi-
tivas.

Seguidamente, Godel define 46 relaciones y funciones nume-
ricas, 41 de las cuales corresponden a otras tantas nociones
metamatematicas. Con frecuencia, Gddel designa la nocion
numérica correspondiente a una nocién metamatematica con el
nombre de esta ultima, escrito en versalitas (en el original, en
un tipo especial de cursiva). Asi, «NEGACION» es el nombre de
la funcion numeérica que asigna a cada nimero de Gédel de una
hilera el numero de Godel de la hilera que resulta de anteponer a
la primera el signo de negacion. Godel prueba que las 45
primeras relaciones son recursivas primitivas, pero la ultima no
lo es. La ultima es la propiedad numeérica de ser una FORMULA
DEDUCIBLE, es decir, la propiedad que tiene un nimero natural
si y solo si es el numero de Godel de una férmula deducible.

El sistema formal P dispone de signos para el nimero O y
para la funcién del siguiente; con ello dispone de signos com-
puestos (términos) para cada nimero natural. Sea m el término
de P que en la interpretacion natural se refiere al nimero natural
m. Una relaciéon numérica n-aria R es representable en P si 'y s6lo
si hay una férmula ¢(x,, ..., X,) de P tal que si los nimeros
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naturales my, ..., m, estan en la relacion R, entonces la formula
¢(m,, ..., m,) es deducible en P, y si los nimeros my, ..., m, no
estan en la relacion R, entonces la negacion de ¢(my, ..., M,) €s

deducible en P. En el teorema V prueba Godel que cada relacion
numérica recursiva primitiva es representable en P,

Un conjunto I'" de formulas del lenguaje de P se llama -
consistente si y so6lo si no hay ninguna férmula ¢(x) tal que, por
un lado, para todo nimero natural m, ¢(m) es deducible de T v,
por otro lado, también —1Vx ¢(x) es deducible de I".

El teorema VI constituye el famoso teorema de incompletud
de Godel: Dice que en el sistema P (aunque lo completemos con
cualquier clase recursiva primitiva y w-consistente K de nuevos
axiomas) hay siempre alguna sentencia tal que ni ella ni su
negacion es deducible en el sistema.

Godel prueba el teorema VI construyendo efectivamente una
sentencia indecible, la correspondiente al nimero de Godel (17
Gen r), donde r puede ser efectivamente computado. Se trata de
una sentencia que, naturalmente interpretada, afirma de si
misma que no es deducible.

Godel prueba que (1) si PUK es consistente, entonces esa
sentencia indecidible, la correspondiente al nimero de Godel
(17 Gen r), donde r puede ser efectivamente computado. Se trata
de una sentencia que, naturalmente interpretada, afirma de
si misma que no es deducible.

La w-consistencia es una exigencia mas fuerte que la mera
consistencia, a la que implica. Esencialmente prohibe que afirme-
mos una cierta propiedad de cada namero natural por separado
y al mismo tiempo neguemos que la tengan todos los nimeros
naturales. Evidentemente, todo conjunto w-consistente de for-
mulas es en especial consistente a secas, pero no todo conjunto
consistente es w-consistente. En 1936, siguiendo los pasos de
Qddel, pero construyendo una sentencia indecidible mas compli-
cada, Barkley Rosser logro reducir la exigencia de w-consistencia
on (2) a la de mera consistencia. Por tanto, hoy sabemos que
todo sistema formal consistente y algo expresivo (es decir, en el
que sean definibles las funciones recursivas primitivas) es in-
completo.

Giddel concluye esta segunda parte haciendo varias impor-
tantes observaciones sobre su prueba del teorema de incomple-
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tud: que la prueba es constructiva (intuicionistamente aceptabie);
que la prueba sigue valiendo aunque afiadamos el axioma de
eleccion y la hipdtesis del continuo al sistema formal considera-
do; y que el teorema de incompletud es valido para todos los
sistemas formales algo expresivos conocidos, incluyendo la
teoria axiomatica de conjuntos y la aritmética de Peano.

La tercera parte del articulo esta dedicada a exponer otros
resultados complementarios de indecibilidad, que refuerzan los
ya obtenidos en la segunda.

Godel introduce aqui la nocion de clase, relacion y sentencia
aritmética. Por ejemplo, una clase A de numeros naturales es
aritmética s1 y solo si hay una formula de primer orden ¢(x)
construida con las solas constantes extralogicas 0, s, +, ., y tal
que para cada numero natural n vale: neA si y sélo si @(i) es
verdad (en la interpretacion natural). En definitiva, las clases y
relaciones aritméticas son las clases y relaciones numéricas
definibles mediante formulas de primer orden y usando solo las
nociones de cero, siguiente, suma y producto. Evidentemente, no
todas las clases y relaciones numéricas son aritméticas. De
hecho, 1a mayoria no lo son, pues hay una infinidad innumerable
de clases y relaciones de numeros naturales, mientras que solo
hay una infinidad numerable de férmulas.

Godel formula y prueba el teorema VII: Cada relacion
recursiva primitiva es aritmética. De ahi se sigue como un
corolario el teorema VIII: En cada sistema formal (considerado)
hay sentencias aritméticas indecidibles. En efecto, la sentencia
indecidible construida por Gdédel en la prueba del teorema VI
tenia la forma Vx Bx, donde B era un predicado recursivo
primitivo y por tanto aritmético. Luego hay una formula ¢(x) de
primer orden con las solas constantes extraldgicas 0, s, +, -, , tal
que Vx¢(x) es una sentencia aritmeética equivalente a la sentencia
indecidible dada y, por consiguiente, ella misma indecidible.

Después de probar que los sistemas formales considerados
no sdlo son incompletos, sino que ni siquiera sirven para decidir
cada cuestion aritmética elemental (expresable en una sentencia
aritmética), pasa a mostrar que tampoco sirven para decidir la
validez de una formula de la logica pura (es decir, una férmula
sin constantes extralogicas y con s6lo variables individuales y
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predicativas) de primer orden. Godel demuestra el teorema X:
Cada problema de la forma Yx Bx (con B recursivo primitivo) es
reducible al problema de determinar si una cierta formula de la
légica pura de primer orden es satisfacible o no. De aqui se sigue
como corolario el teorema IX: En cada sistema formal (considera-
do) hay férmulas indecidibles de la légica pura de primer orden. En
efecto, solo las formulas validas de la 16gica pura son deducibles.
Si todas las formulas de la logica pura fuesen decidibles en el
sistema formal, podriamos decidir cudndo son validas y, por
tanto, cuando son satisfacibles (a saber, cuando su negacioén no
es valida). Pero, por el teorema X, eso nos permitiria decidir
cada cuestion de la forma Vx Bx (con B recursivo primitivo), y
por tanto decidir en el sistema formal la sentencia en él
indecidible, construida por Gdodel (y que tenia esta forma), lo
cual es imposible.

La cuarta y ultima parte del articulo esta dedicada a esbozar
la prueba de un descubrimiento sorprendente de Godel, expues-
to como teorema XI: Si un sistema formal (de los considerados) es
consistente, entonces es imposible probar formalmente su consisten-
cia con sus propios medios, es decir, es imposible deducir en él la
sentencia que dice que es consistente.

En la prueba del teorema VI, en la seccion segunda, Godel
habia probado mediante razonamientos aritméticos elementales
que si el sistema formal es consistente, entonces la sentencia
~llamémosla ¢@— cuyo numero de Gddel es (17 Gen r) no es
deducible. Pero ¢ dice, en la interpretacion natural, que ella
misma no es deducible, lo cual es verdad. Por tanto, Godel habia
probado que si el sistema formal es consistente, entonces ¢ es
verdad. Sea ¢ la formula que, en la interpretacion natural, dice
que el sistema formal es consistente (es decir, que una determina-
da férmula, por ejemplo x#x, no es deducible en él). Los
razonamientos aritméticos elementales usados por G6del pueden
formalizarse en el sistema formal. Por tanto, en el sistema formal
puede deducirse la féormula o— ¢, que en la interpretacion
natural dice que si el sistema formal es consistente, entonces ¢ es
verdad. Ahora bien, si pudiéramos deducir la sentencia o,
entonces podriamos también deducir (por la regla de inferencia
de modus ponens) la sentencia ¢. Pero habiamos probado que si
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el sistema formal es consistente, entonces ¢ no es deducible. Por
tanto, si el sistema formal es consistente, tampoco serd deducible
o, es decir, no sera deducible la sentencia que, en la interpreta-
cion natural, dice que el sistema formal es consistente. Si el
sistema formal es contradictorio podemos deducir (en é€l) cual-
quier cosa, tanto que es consistente como que no lo es. Pero si el
sistema formal es consistente, entonces no podemos deducir (en
él) que lo es.

Consciente de lo sorprendente del teorema XI, Godel se
habia propuesto escribir pronto una continuacidén, donde lo
demostraria con todo detalle, y asi lo anuncia al final. De todos
modos, esa continuacion nunca llego a escribirse, pues Godel lo
consider6 innecesario, ya que la aceptacion de sus teoremas fue
general e inmediata.

El articulo aqui comentado fue escrito por Godel en 1930 y
enviado para su publicacion a la revista Monatshefte fiir Mathe-
matik und Physik, que lo recibid el 17 de noviembre de 1930 y lo
publicd en 1931 en las paginas 173-198 de su numero 38 bajo el
titulo Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathema-
tica und verwandter Systeme (Sobre sentencias formalmente
indecidibles de Principia Mathematica y sistemas afines). El
articulo ha sido traducido al inglés tres veces, por B. Meltzer,
por E. Mendelson (en Davis (1965), pags. 5-38) y por J. van
Heijenoort (en van Heijenoort (1967), pags. 597-616). La traduc-
cion inglesa de J. van Heijenoort —~que es la mejor y mas
cuidadosa— contiene una nota suplementaria, afiadida por Godel
el 28 de agosto de 1963, que hemos incorporado a nuestra
traduccion.

M



SOBRE SENTENCIAS FORMALMENTE
INDECIDIBLES DE PRINCIPIA
MATHEMATICA

Y SISTEMAS AFINES!

Como es bien sabido, el progreso de la matematica hacia
una exactitud cada vez mayor ha llevado a la formalizacion de
amplias partes de ella, de tal modo que las deducciones pueden
llevarse a cabo segin unas pocas reglas mecanicas. Los sistemas
formales mas amplios construidos hasta ahora son el sistema de
Principia Mathematica (PM)? y la teoria axiomatica de conjun-
tos® de Zermelo-Fraenkel (desarrollada aan mas por J. von
Neumann).

Estos dos sistemas son tan amplios que todos los métodos

! Véase el resumen de los resultados de este trabajo aparecido en Anzeiger
der Akademie der Wissenschaften in Wien (math-naturw. KI.), 1930, nim. 67.

3 A. Whitehead y B. Russell: Principia Mathematica, segunda edicion,
Cambridge, 1925, Entre los axiomas del sistema PM incluimos también el
axioma de infinitud (en la forma: hay exactamente una cantidad infinita
numerable de individuos), el axioma de reducibilidad y el axioma de eleccion
(para todos los tipos).

? Véase A. Fraenkel: Zehn Vorlesungen iiber die Grundlegung der Mengen-
lehre, Wissenschaft und Hyp., Band XXXI; J. von Neumann: Die Axiomatisie-
rung der Mengenlehre, Math. Zeitschrift, 27, 1928. Journal fiir reine und
dngewandte Mathematik 154 (1925), 160 (1929). Indiquemos que para completar
I formalizacion es preciso afiadir los axiomas y reglas de inferencia del calculo
Idgleo a los axiomas conjuntistas presentados en la bibliografia citada. Las
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usados hoy en la matematica pueden ser formalizados en ellos, es
decir, pueden ser reducidos a unos pocos axiomas y reglas de
inferencia. Resulta por tanto natural la conjetura de que estos
axiomas y reglas basten para decidir todas las cuestiones
matematicas que puedan ser formuladas en dichos sistemas. En
lo que sigue se muestra que esto no es asi, sino que, por el
contrario, en ambos sistemas hay problemas relativamente
simples de la teoria de los numeros naturales* que no pueden ser
decididos con sus axiomas (y reglas). Este hecho no se debe a la
especial naturaleza de los sistemas citados, sino que se da en una
clase muy amplia de sistemas formales, a la que en especial -
pertenecen todos los que resultan de afiadir un numero finito de
axiomas® a los dos sistemas citados, suponiendo que ningin
enunciado falso del tipo indicado en la nota 4 resulte deducible
por el afiadido de los nuevos axiomas.

Antes de entrar en detalles vamos a esbozar la idea principal
de la prueba, aunque naturalmente sin pretensiones de exactitud.
Las formulas de un sistema formal (aqui nos limitamos al
sistema PM), externamente consideradas, son secuencias finitas
de signos primitivos (variables, constantes logicas y paréntesis o
signos de puntuacion) y se puede precisar facilmente qué filas de
signos primitivos son formulas y cuéles no®. Andlogamente,
desde un punto formal las deducciones no son sino secuencias
finitas de formulas (con ciertas propiedades explicitables). Para
las consideraciones metamatematicas resulta indiferente qué obje-

siguientes consideraciones son igualmente aplicables a los sitemas formales
construidos en los filtimos afios por D. Hilbert y sus colaboradores (en la medida
en que han sido dados a conocer).

4 Mas precisamente, hay sentencias indecidibles, en las que, ademas de las
constantes logicas 1 (no), V (0), V (para todo) y = (idéntico a), no aparecen mas
nociones que + (adicién) y - (multiplicacién), ambas referidas a nimeros
naturales, y en las que los prefijos Vx también se refieren sdlo a nimeros
naturales.

5 So6lo consideramos como axiomas distintos de PM aquellos que no
resultan unos de otros por mero cambio de tipo.

¢ Aqui y en lo sucesivo entendemos siempre por «férmula de PM» una
formula escrita sin abreviaturas (es decir, sin hacer uso de las definiciones). Las
definiciones solo sirven para abreviar la escritura y por tanto son en principio
superfluas.
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tos usemos como signos primitivos. Usemos ntimeros naturales’
como tales signos. Consiguientemente, una formula sera una
secuencia finita de numeros naturales® y una deduccion sera una
secuencia finita de secuencias finitas de nimeros naturales. Los
conceptos (o enunciados) metamatematicos se convierten asi en
conceptos (respectivamente, enunciados) sobre niimeros natura-
les o sucesiones de numeros naturales® y por tanto pueden ser (al
menos en parte) expresados con los simbolos del sistema PM. En
particular se puede mostrar que los conceptos «formulay», «de-
duccion» y «formula deducible» son definibles en el interior del
sistema PM. Por ejemplo, se puede ofrecer'® una féormula ¢(v)
de PM con una variable v (del tipo de una secuencia de
numeros), tal que ¢(v), interpretada, dando a los signos de PM
su significado intuitivo, dice: v es una féormula deducible. Ahora
construimos una sentencia indecidible del sistema PM, es decir,
una sentencia o, tal que ni a ni no-a es deducible, del siguiente
modo:

Llamemos signo de clase a una férmula de PM con exacta-
mente una variable libre del tipo de los numeros naturales (clase
de clases). Supongamos que los signos de clase estén ordenados
de alguna manera'! en una sucesion, designemos su miembro n-
avo mediante R(n) y observemos que el concepto «signo de
clase» al igual que la relacion ordenante R pueden ser definidos
en el sistema PM. Sea o un signo de clase cualquiera; mediante
[o; n] designamos la férmula que resulta de sustituir la variable
libre por el signo que denota el nimero natural n en el signo de

" Bs decir, asignamos biunivocamente numeros naturales a los signos
primitivos. (Véase como lo hacemos en la pagina 63.)

¥ Es decir, una asignacién de niimeros naturales a un segmento inicial de la
seric de los numeros naturales. (Desde luego, los niimeros no pueden ser
eapacialmente ordenados.)

? Con otras palabras: el procedimiento antes descrito proporciona una
imagen isomorfa del sistema PM en el dominio de la aritmética, y todas las
nrgumentaciones metamatematicas pueden ser igualmente referidas a esa imagen
fsomorfa. Esto es lo que sucede en el siguiente esbozo de prueba, donde por
«fdbrmular». «sentenciar, «variable», etc., siempre hemos de entender los objetos
vorrespondientes de la imagen isomorfa.

' Seria muy facil (aunque bastante pesado) escribir de hecho esa férmula.

"' Por cjemplo, segin la suma creciente de sus miembros y, caso de que la
suma sea igual, lexicograficamente.
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clase a. También la relacién ternaria x=[y; z] resulta ser
definible en PM. Ahora definimos una clase K de numeros
naturales del siguiente modo:

18] ne K« 71 Bew [R(n); n]

(donde Bew x significa: x es una férmula deducible). Puesto que
todos los conceptos que aparecen en el definiens son definibles
en PM, también lo es el concepto compuesto de ellos K, es decir,
hay un signo de clase ¢! tal que la férmula [o; n], interpretada
de acuerdo con el significado intuitivo de sus signos, dice que el
numero natural »n pertenece a K. Puesto que ¢ es un signo de
clase, es idéntico con cierto R(g), es decir, ocurre que

o =R(q)

para cierto numero natural g. Ahora mostramos que la senten-
cia[R(q); ¢]*® es indecidible en PM. Pues si suponemos que la
sentencia [R(q); ¢] fuera deducible, entonces seria verdadera; en
ese caso, y de acuerdo con lo antes dicho, g perteneceria a K, es
decir, por (1) valdria que —1 Bew [R(g); q], en contradicciéon con
el supuesto. Si, por el contrario, la negacién de [R(g); q} fuese
deducible, entonces ocurriria que g £K, es decir, valdria que Bew
[R(q); q]. Asi, tanto [R(q); ¢] como su negacidn serian deduci-
bles, lo que de nuevo es imposible.

La analogia de esta argumentacion con la antinomia de
Richard salta a la vista; también esta intimamente relacionada
con la paradoja del «mentiroso»'#, pues la sentencia indecidible
[R(g); q] dice que g pertenece a K, es decir, segun (1), que [R(g);
q] no es deducible. Asi pues, tenemos ante nosotros una
sentencia que afirma su propia indeducibilidad'®. Evidentemente

12 De nuevo no habria dificultad ninguna en escribir de hecho la férmula o.

13 Obsérvese que «[R(g); g]» (o, lo que significa lo mismo, «[a; ¢]») es
meramente una descripcion metamatematica de la sentencia indecidible. Pero tan
pronto como se ha obtenido la formula ¢ se puede determinar el niimero g, y con
ello escribir efectivamente la sentencia indecidible.

14 Cualquier antinomia epistemoldgica podria ser usada para obtener una
prueba similar de la existencia de sentencias indecidibles.

15 Frente a lo que podria parecer, un tal enunciado no tiene nada de circular,
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el método de prueba que acabamos de exponer es aplicable a
cualquier sistema formal que, en primer lugar, interpretado
naturalmente, disponga de medios de expresion suficientes para
definir los conceptos que aparecen en la argumentacién anterior
(especialmente el concepto de «férmula deducible») y en el cual,
en segundo lugar, cada féormula deducible sea verdadera en la
interpretacion natural. Uno de los propositos del desarrollo
exacto de la prueba indicada, que a continuacién ofreceremos,
consiste en sustituir la segunda de las citadas condiciones por
otra puramente formal y mucho mas débil.

De la observacion de que [R(g); ¢] dice de si misma que no es
deducible se sigue inmediatamente que [R(q); q] es verdadera,
pues [R(g); g] no es deducible (ya que no es decidible). La
sentencia indecidible en el sistema PM ha sido, pues, finalmente
decidida mediante consideraciones metamatematicas. El analisis
preciso de esta extrafia situacion conduce a resultados sorpren-
dentes respecto a las pruebas de consistencia de sistemas
formales, resultados que seran tratados mas detenidamente en la
seccion 4 (teorema XI).

2

Pasemos ahora a desarrollar con toda exactitud la prueba
que acabamos de esbozar. En primer lugar ofrecemos una
descripcion precisa del sistema formal P, para el cual vamos a
probar la existencia de sentencias indecidibles. P es esencialmen-
te ¢l sistema que se obtiene cuando a los axiomas de Peano se
afade la 16gica de PM*® (con los nlimeros como individuos y la
relacion del siguiente como concepto primitivo indefinido).

pues se limita a afirmar que una formula determinada (a saber, la obtenida
mediante cierta sustitucién a partir de la féormula g-ava segin el orden
lexlcografico) no es deducible. Sélo posteriormente (y, por asi decir, por
vneunlidad) resulta que esta formula es precisamente aquella que expresa ese
mismo enunciado.

% Kl afindido de los axiomas de Peano, asi como todas las otras modificacio-
tew dol sistemu PM aqui introducidas, sélo sirven para simplificar la prueba y en
principio son prescindibles.
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Los signos primitivos del sistema P son los siguientes:

I. Constantes: «~» (no), «V» (0), «II» (para todo), «O»
(cero), «s» (el siguiente de), «(»,«)» (paréntesis).

II. Variables de tipo 1 (para individuos, es decir, para
numeros naturales, incluyendo el 0); «xy», «y;», «z;», ...

Variables de tipo 2 (para clases de individuos): «x,», «y,»,
«Zy», -

Variables de tipo 3 (para clases de clases de individuos): «x3»,
«Y3», €Zz», oy

etc., para cada niimero natural como tipo'”.

Observacion: No necesitamos disponer de variables para
relaciones binarias o n-arias (n > 2) como signos primitivos, pues
podemos definir las relaciones como clases de pares ordenados y
los pares ordenados a su vez como clases de clases, por ejemplo,
el par ordenado <a, b> como {{a}, {a, b}}, donde {x, y} denota
la clase cuyos Unicos elementos son x € y, y {x} la clase cuyo
{inico elemento es x'&,

Por signo del primer tipo entendemos una combinacion de
signos que tenga una de las siguientes formas:

a, sa, ssa, sssa, ..., etc.,

donde a es 0 O es una variable de tipo 1. En el primer caso
llamamos a tal signo un numeral. Para n>1 entendemos por
signo de tipo n lo mismo que por variable de tipo n. Llamaremos
férmulas elementales a las combinaciones de signos de la forma
a(b), donde b es un signo de tipo n, y a es un signo de tipo n+1.
Definimos!® la clase de las formulas como la minima clase que

17 Suponemos que disponemos de una cantidad infinita numerable de signos
para cada tipo de variables.

18 Las relaciones no homogéneas también pueden definirse de esta manera;
por ejemplo, una relacion entre individuos y clases puede definirse como una
clase de elementos de la forma {{x,}, {{x;}, x»}}. Todos los teoremas sobre
relaciones deducibles en PM son también deducibles cuando se los reformula de
esta manera, como facilmente se ve.

19 Respecto a esta definicion (y a otras posteriores similares), véase J. Lukasie-
wicz y A. Tarski: Untersuchungen iiber den Aussagenkalkiil, Comptes Rendus des
séances de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie, XVIIL, 1930, CI. III.
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abarca todas las formulas elementales y que, siempre que
contiene « y f, contiene también ~ (), () V (f) y TIx(x) (donde x
es una variable cualquiera)'. Llamamos a () V (B) la disyuncién
de ay B, a ~ () la negacion de a 'y a IIx(«) una generalizacion de
«. Una sentencia es una férmula sin variables libres (donde la
nocion de variable libre se define del modo usual). A una
formula con exactamente n variables individuales libres (y
ninguna otra variable libre) vamos a llamarla signo relacional n-
ario; para n=1, la llamaremos también signo de clase.

Por 530( (donde « designa una férmula, v una variable y b
un signo del mismo tipo que v) entendemos la formula que
resulta de reemplazar en o cada aparicion libre de v por b?°.
Decimos que una foérmula a es una elevacion de tipo de otra
formula B si o se obtiene a partir de f mediante la elevacioén por
el mismo numero de cada variable que aparece en f.

Las siguientes formulas (I a V) se llaman axiomas (estan
escritas con ayuda de las abreviaturas: A, o, =, X, =21,
definidas del modo usual y conforme a las convenciones habitua-

les sobre la omision de paréntesis)?%:

I. 1. ~(sx,=0)
2. SX{=S8Yy;DX; =Y,
3. X(0)ATIX; (X (X)X, (%)) 2 IIx; (X5 (Xy)).

II. Cada formula que resulta de sustituir X, Y por cuales-
quiera formulas en los siguientes esquemas:

194 Por tanto, IIx(e) también es una formula cuando x no aparece o no esti
libre en o. Naturalmente, en ese caso ITx(x) significa lo mismo que a.

20 §j v no aparece libre en o, entonces 55 a=q. Nétese que S es un signo
metamatematico.

2! Como en PM, I, » 13, consideramos que x, =y, estd definido por
11%;(X5(X;) > X5 (yy)); de igual modo para lo$ tipos superiores.

22 para obtener los axiomas a partir de los esquemas indicados debemos
{tlespués de realizar las sustituciones permitidas en I III y IV), ademas,

(1) eliminar las abreviaturas

(2) afiadir los paréntesis omitidos.

Notese que las expresiones asi obtenidas deben ser «féormulas» en el sentido
urriba definido. (Véanse también las definiciones exactas de los conceptos
metnmulematicos en las pags. 67 y ss.)
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1. XVXoX.

2. XoXVY.

3. XVYoVYVX.

4 XoY)o(@2ZVX>ZVY).

III. Cada formula que resulta de uno de estos dos es-
quemas:

1. Tva>58
2. IIV(BYV )= BV Tv(x)

cuando sustituimos o, v, 8, ¢ del siguiente modo (y realizamos
la operacion indicada por « 5 »en 1.):

Sustituimos « por una formula cualquiera, v por una variable
cualquiera, f§ por una férmula en la que no aparezca libre v y ¢
por un signo del mismo tipo que v, siempre que ¢ no contenga
alguna variable que pase a estar ligada en un lugar de o donde v
estaba libre?>.

IV. Cada férmula que resulta del esquema:
1. Zullv(u(v)=a)

cuando sustituimos v por una variable cualquiera de tipo n,
sustituimos u por una variable cualquiera de tipo n+1 y
sustituimos o por una férmula, en la que u no esté libre. Este
axioma desempeiia el papel del axioma de reducibilidad (el
axioma de comprension de la teoria de conjuntos).

V. Cada férmula que resulta de
Lo TIx; (X (%)) =y, (Xq)) 2 X =y

por elevacion de tipo (asi como esta formula misma). Este
axioma dice que una clase estd completamente determinada por
sus elementos.

23 Por tanto, ¢ es o una variable o el 0 o un signo de Ia forma s ... su, donde u
es 0 o una variable de tipo 1. Respecto de la nocion de estar (una variable) libre o
ligada en un lugar de «, véase I A 5 en el trabajo citado en la nota 24.
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Una formula y se llama una inferencia inmediata de o'y B, si o
es la formula ~ BV y(y y se llama una inferencia inmediata de «, si
y es la formula I1ve, donde v designa una variable cualquiera).
La clase de las formulas deducibles se define como la minima
clase de formulas que contiene los axiomas y esta clausurada
respecto a la relacion de «inferencia inmediata»24.

Ahora asignamos univocamente ndmeros naturales a los
signos primitivos del sistema P del siguiente modo:

«O» ... 1

«S» ... 3

«~» o S
«Vy» ... 7
«II» ... 9
«(O» ... 11
«» ... 13

A las variables de tipo n asignamos los numeros de la forma
" (donde p es un nimero primo > 13). Mediante esta asignacidén
a cada fila finita de signos primitivos (y en especial a cada
formula) corresponde biunivocamente una secuencia finita de
numeros naturales. Ahora asignamos (de nuevo biunivocamente)
numeros naturales a las secuencias finitas de nimeros naturales,
haciendo corresponder a la secuencia ny, n,, ..., n, €l numero 2™
3% ... ppx, donde p, denota el k-avo numero primo (en orden
de magnitud creciente). Asi asignamos biunivocamente un niime-
ro natural no sélo a cada signo primitivo, sino también a cada
secuencia finita de signos primitivos. Mediante nu(a) denotamos
el nimero natural asignado al signo primitivo (o a la secuencia
de signos primitivos) a. Supongamos que esté dada cierta clase o
relacion n-aria R entre signos primitivos o secuencias de signos
primitivos. Le asignamos la clase o relacion n-aria R’ entre
nimeros naturales, en la que estan los nimeros x;, X,, -, X, 81y
80lo si hay signos primitivos o secuencias de signos primitivos
a,, a,, .-, a,, tales que x;=nu(a,) (para i=1, 2, ..., n) y a,, a,, ---,

* La regla de sustitucion resulta aqui superflua, pues en los axiomas mismos
yn tenemos realizadas todas las sustituciones posibles (al igual que en J. von
Neumann: Zur Hilbertschen Beweistheorie, Math. Zeitschrift 26, 1927).
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a, estan en la relacion R. Las clases y relaciones de nimeros
naturales, que corresponden de este modo a los conceptos
metamatematicos hasta ahora definidos, como por ejemplo
«variable», «féormula», «sentencia», «axioma», «férmula deduci-
ble», etc., seran designadas por las mismas palabras escritas con
letras mayusculas pequeiias. Por ejemplo, el enunciado de que en
el sistema P hay problemas indecidibles, se convierte en la
siguiente afirmacion: Hay SENTENCIAS ¢, tales que ni a ni la
NEGACION de ¢ son FORMULAS DEDUCIBLES.

Ahora vamos a insertar aqui una disgresiéon que por el
momento no tiene nada que ver con el sistema formal P.
Empecemos por dar la siguiente definicion: Decimos que una
funciéon numérica?’ f(x;, X,, -, X,) €sta recursivamente definida a
partir de las funciones numéricas h(x;, X5, -+, Xy—1) ¥ §(X1, X3, -+,
Xn+1), Sl para cada x,, ..., x,, k*® vale lo siguiente:

f(Oa X2 oeny xn) =_h(x27 M) X,,)

@ Ft 1, x0s o x0) = 4l (ke Xas s ) gy o X2)

Una funcién numérica f se llama recursiva primitiva si hay
una secuencia finita de funciones f;, f,, ---, f,, que acaba con f y
que tiene la propiedad de que cada funcién f;, de la secuencia
esta recursivamente definida a partir de dos de las funciones
precedentes o resulta de alguna de las funciones precedentes por
sustitucion®’, o, finalmente, es una constante o la funcién del
siguiente, x+1. La longitud de la minima secuencia de f;
correspondiente a una funcioén recursiva primitiva f se llama su
grado. Una relacion n-aria R entre ntimeros naturales se llama

25 Es decir, su dominio definicional es la clase de los nimeros naturales (o de
los n-tuplos de numeros naturales) y sus valores son numeros naturales.

2 En lo sucesivo las letras latinas mintsculas (a veces con subindices) son
siempre variables para numeros naturales (a no ser que se indique explicitamente
lo contrario).

27 Mas precisamente: por introduccion de algunas de las funciones preceden-
tes en los lugares argumentales de una de las funciones precedentes, por ejemplo,
Fulxys X2) = f(Fo(x1, X2), 1 (x2)), (p, ¢, ¥ < k). No es necesario que todas las variables
del lado izquierdo aparezcan también en el derecho.
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recursiva primitiva® si hay una funcion n-aria recursiva primiti-
va f tal que para cada n nimeros naturales x;, X, ---, X,

2
Rxls oy X Hf(xla s xn)z() ?
Los siguientes teoremas valen:

1. Cada funcion (o relacion) obtenida a partir de funciones (o
relaciones) recursivas primitivas por sustitucion de las variables
por funciones recursivas primitivas es recursiva primitiva; igual-
mente lo es cada funcion obtenida a partir de funciones recursivas
primitivas por definicion recursiva segun el esquema (2).

II. Si R y S son relaciones recursivas primitivas, también lo
son 1R y RV S (por tanto, también RN\ S).

1II. Si las funciones f(x), h(y) son recursivas primitivas,
también lo es la relacién f(x)=h(y)*°.

IV. Si la funcion f(x) y la relacion Rx, y son recursivas
primitivas, también lo son las relaciones S, T definidas por

S(x,y) = Ix(x<f(x)ARx, v)
T(x,y)e¥x(x <f(x)—Rx, )

asi como la funcion
g(x,9) = pux(x <f(x) ARx,p),

donde pxq(x) significa el minimo nimero x, para el que vale
¢(x), si hay algun tal, y 0, si no lo hay.

28 Incluimos las clases entre las relaciones (como relaciones monarias). Las
relaciones recursivas primitivas tienen desde luego la propiedad de que para cada
n-tuplo dado de numeros naturales x,, .-, x,, se puede decidir si R x,, ---, X, 0 nO.

% para todas las consideraciones intuitivas (y especialmente para las
metamatematicas) usamos el simbolismo de Hilbert. Véase Hilbert-Ackermann,
(irundziige der theoretischen Logik, Berlin, 1928. [[Para el simbolismo usado en
enln traduccién, véase la introduccion. ]|

W Usamos las letras alemanas ¥, 1) como abreviaturas para cualesquiera n-
tuplos de variables, como por ejemplo x;x,, -, X,.
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El teorema I se sigue inmediatamente de la definicidon de
«recursivo primitivo». Los teoremas II y III se basan en que las
funciones numéricas

ne(x), di(x, y), id(x, y)

correspondientes a las nociones logicas 71, V, =, a saber

ne(0)=1; ne(x)=0 para x+0
di(0, x) =di(x, 0)=0; di(x, y)=1 si x£0, y+0
id(x, y)=0, si x=y; id(x, y)=1, si xFy
son recursivas primitivas, como facilmente se comprueba. He

aqui la prueba resumida del teorema IV: Por hipétesis hay una
funcion recursiva primitiva r(x, y ), tal que

R x,per(x,y)=0

Definamos ahora mediante el esquema de recursion (2) una
funcion j(x, y ) del siguiente modo:
j0,p)=0
j+ L y)=(n+ 1) atjm ) nel@)™

donde a = ne(ne(r(0, y)))-ne((n + 1-y))-ne(j(n, v )).

Por tanto, j(n+1, y) es ignal a n+1 (si a=1), o es igual a j(n,
y) (si a=0)*2. Evidentemente, el primer caso ocurre si y sélo si
todos los factores de a son 1, es decir, si ocurre que

RO,y ARn+1L,yAjinn)=0

De aqui se sigue que la funcién j(n, y ), considerada como
funcion de n, da siempre 0 hasta (pero no incluyendo) el minimo

31 Presuponemos como ya sabido que las funciones x+y (adicién) y x-y
(multiplicacién) son recursivas primitivas.

32" g no puede tomar otros valores que 0 y 1, como se sigue de la definicion de
ne.
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valor de n para el que ocurre que R n,1, y a partir de ahi siem-
pre da ese valor. (Por consiguiente, si ya ocurre que R 0, vy, j(n,p)
es constante e igual a 0). Por tanto, ocurre que

qlx, vy)=j(f(z). p)
Sx.y oRg(x.y)y

La relacion T puede ser reducida, por negacion, a un €aso
analogo al de S. Con esto queda probado el teorema IV.

Las funciones x + y, x -y, x", asi como las relaciones x <y y x
=y son recursivas primitivas, como facilmente se comprueba.
Partiendo de estos conceptos, vamos a definir una secuencia de
funciones (o relaciones) 1-45, cada una de las cuales se define a
partir de las precedentes mediante los procedimientos indicados
en los teoremas I a IV. En la mayor parte de estas definiciones
condensamos en un solo paso varios de los pasos permitidos por
los teoremas I a IV. Por tanto, cada una de las funciones (o
relaciones) 1-45, entre las que se encuentran, por ejemplo, los
conceptos «FORMULA», «<AXIOMA» € «INFERENCIA INMEDIATA»,
¢s recursiva primitiva.

l. x/yedzEz<xAx=y2)»
x es divisible por y3*.

2. Prim xe 3zg<xAz#+1lAz+xAx/z)Ax>1
X ¢s un ndmero primo.

3. 0Prx=0
m+1) Prx=uy(y<xAN Prim yAx/yAy>n Pr x)

" Después del definiendum, el signo = se usa en el sentido de «igualdad por
delinicion»; el signo «, en el de «equivalencia por definicion» (por lo demas, el
nimbolismo es el de Hilbert). [Para el simbolismo usado en esta traduccion, véase
ln introduccion.]]

" (ada vez que en las definiciones siguientes aparece uno de los signos Vx,
In, px, éste esta seguido de una acotacion de x. Esta acotacion sirve meramente

ary asegurar que la nocion definida es recursiva primitiva (véase el teorema IV).
4 extension de la nocién definida, por el contrario, no cambiaria en la mayor
purte de los casos, aunque dejasemos de lado dicha acotacion.
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n Pr x es el n-avo nimero primo (por orden de magnitud

creciente) contenido en x3%%,

4. 0l =1.
(n+1) =@n+1)-nl
5. Pr0)=0

Pr(in+ 1) = wy(y < (Pr(n))! + 1L A Prim y A y > Pr (n))
Pr(n) es el n-avo nimero primo (por orden de magnitud
creciente).

6. n Gl x=uy(y<xAx/(n Pr x)) A\ 21x/(n Pr x)’*1)

n Gl x es el miembro n-avo de la secuencia numérica
correspondiente al numero x (para n>0 y n no mayor que la
longitud de esa secuencia).

7. lx)=py(y<xAy Prx>0A(y+1) Pr x=0)
I(x) es la longitud de la secuencia numérica correspondiente
a x.

8. xxy=pz(z < (Pr(l(x) + ()" A
AVa(n<l(x) - n Gl z=n Gl x) A
A VYn(0<n<l(y) —» (n+x)) Gl z=n Gl y))
x#y corresponde a la operacion de concatenacion de dos
secuencias finitas de nameros.

9. Rx)=2r
R(x) corresponde a la secuencia numeérica que solo consta del
namero x (para x > 0).

10. E(x)=R(11)*x=* R(13)
E(x) corresponde a la operacion de poner entre paréntesis (11
y 13 son los numeros asignados a los signos primitivos «(»y«)»).

11. n Var x> 3z(13 <z x A Prim(z) A x = z") A n#£0
X €8 una VARIABLE DE TIPO n.

12. Var x—3dn(n<xAn Var x)
X €s una VARIABLE.

34a Para 0 < n < z, donde z es el numero de diferentes factores primos de x.

Obsérvese que n Pr x=0 para n=z+1.
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13. Neg(x)=R(5)* E(x)
Neg (x) es 1a NEGACION de x.

14, x Dis y=E(x)* R(7)* E(y)
x Dis y es la DISYUNCION de x € y.

15. x Gen y=R(9)* R(x)* E(y)
x Gen y es la GENERALIZACION de y respecto a la varia-
ble x (suponiendo que x sea una variable).

16. O N x=x

(n+1) Nx=R(3)*n N x

n N x corresponde a la operacion de poner n veces el signo s
delante de x.

17. Z(n)=n N (R(1))
7 (n) es el NUMERAL que designa el nimero n.

18. Typ; x> 3Im n(m, n<xA(m=1V 1 Var m)
A x=n N (R(m)))**®
x es un SIGNO DE TIPO 1.

19. Typ, x < (n=1ATyp; (x))V(n>1Adv (v<x A
A n Var v A x=R(v)))

x €s un SIGNO DE TIPO n.

20. Elf x> 3yzn (y, z, n<x A Typ,(¥) A Typ,s4(2) A
A x=x*E(y))
X €S una FORMULA ELEMENTAL.

21. Op x y ze>x=Neg(y)V x=y Dis zV Io(v<xA
A Var v A x=v Gen y)

22. FR xoV¥n0<n<lx)- Elf(n Gl x)V

V dpg (O<p, g<n A Op(n Gl x, p Gl x, g Gl x))) A [(x)>0

X es una SECUENCIA DE FORMULAS, cada una de las cuales es
0 una FORMULA ELEMENTAL o se obtiene de las precedentes

34" m, n < x es una abreviatura de: m < x An<x (y lo mismo para mas de
dow variables).
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mediante las operaciones de NEGACION, DISYUNCION 0 GENERA-
LIZACION.

23. Form x <> In(n<(Pr(l(x)?)* "2 A FR n A
A x=(l(n)) Gl n)3>
X es una FORMULA (es decir, el ultimo miembro de una
SECUENCIA DE FORMULAS n).

24. v Geb n, x> Var vA Form xAdabc(a, b, c<xA
Ax=a#*(v Gen b)*xcA Form bA l(a)+1<n<l(a)+I(v Gen b))
La VARIABLE v esta LIGADA en x en el n-avo lugar.

25. v Frn, x—Var vAForm xAv=n Gl x An<Il(x)A
A=1v Geb n, x
La VARIABLE v esta LIBRE en x en el n-avo lugar.

26. v Fr x> dn(n<l(x)Av Fr n, x)
v aparece como VARIABLE LIBRE en x.

27, Su x(}) = pz(z < (Pr (I(x) + (y))* A u v(u, v<x A
Ax=u*R(n Gl x)*vAz=u*xy*xvAn=Ilu)+1))
Su x(}) se obtiene a partir de x cuando sustituimos el n-avo
miembro de x por y (suponiendo que 0 < n < I(x)).

28. O Stv, x=un(n<I(x)ANv Fr n, xA\
Adpn<p<lUx)Av Fr p, x))
(k+DSt v, x=un(n<k St v, x Av Fr n, x\
A—dp (n<p<k Stv, xAv Fr p, x))
k St v, x es el k+1-avo lugar de x (contado a partir del
extremo derecho de 1a FORMULA Xx), en el que v aparece LIBRE en
x (y es 0 si no hay tal lugar).

29. Ay, x)=pun(n<l{x)A\n St v, x=0)
A(v, x) es el numero de lugares en que v aparece LIBRE en X.

35 La acotacion n<(Pr{l(x)y"**” puede comprobarse asi: La longitud de la
mas corta secuencia de férmulas cotrespondientes a x puede ser a lo sumo igual
al nimero de subférmulas de x. Pero hay a lo sumo /(x) subférmulas de longitud
1, a lo sumo I(x)—1 de longitud 2, etc., por tanto en conjunto a lo sumo

I(x)-(x)+1) 2 .
— < (I(x))*. Por tanto podemos suponer que todos los factores primos

de n son menores que Pr ((I(x))?), que su namero es < (I(x))* 'y que sus exponentes
(que son subformulas de x) son < x.
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30. Shy(xY) =x
Sbys1 (x2)=Su (Sby (x2)) (*5,7%)

31. Sb (x;)=SbA(,,,x) (x;;)?’G
Sh (x?) es la nocién anteriormente definida de 5! o37.

32, x Imp y=(Neg(x)) Dis y

x Con y = Neg ((Neg(x)) Dis (Neg(y)))
x Aeq y=(x Imp y) Con(y Imp x)

v BEx y = Neg (v Gen(Neg(y))).

33 nThx=pup(y <x*AVk(k <I(x)—
-k GIx<13ANk Gly=k Gl x)V
V(k Gl x>13ANk Gl y=k Gl x-(1 Pr(k GI x))"))
n Th x es la n-ava ELEVACION DE TIPO de x (suponiendo que
x y n Th x sean formulas).
A los axiomas I, 1-3, corresponden tres numeros determina-
dos, que designamos mediante z;, z, y zs.
Definimos:

3, Z-Ax xex=2z,Vx=z,Vx=2z,

35. A;-Ax xedy(y<xAForm yAx=(y Dis y) Imp y)
X es una FORMULA que se obtiene a partir del esquema
axiomatico IL1 por sustituciéon. De modo analogo se definen A4,
-Ax, A3-Ax y As-Ax, correspondientes a los axiomas 11, 2-4.

36. A-Ax x> A;-Ax xV Ay-Ax xV A3-Ax xV Ay-Ax x

X es una FORMULA que se obtiene por sustitucion a partir de
un esquema axiomatico conectivo.

37. Qz,y,vednmw @<<IMAm<IZIAwW<zZA
Aw=m Gl zAw Geb n, yAv Fr n, y)
z no contiene VARIABLE alguna que esté LIGADA en y en un
lugar, en el cual v esté LIBRE.

% Si v no es una VARIABLE o x no es una FORMULA, entonces Sb(x})

- X,
"7 En vez de Sb (Sb (x?) ¥) escribimos Sb xy ¥, (y analogamente para mas de
dos VARIABLES).
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38. L;-Ax xe—3Jv y z nly, y, z, n<xAn Var v A Typ, zA

A Form yAQ z, y, vAx=(v Gen y) Imp (Sb ()?)))

x es una FORMULA que se obtiene por sustitucidn a partir del
esquema axiomatico IIL1.

39. L,-Ax xo 3w qgp(,q p<xAVar vAForm pA
A —1v Fr pA Form gA x=(v Gen (p Dis q)) Imp (p Dis (v Gen ¢)))
x es una FORMULA que se obtiene por sustitucion a partir del
esquema axiomatico IIIL,2.

40. R-Ax x—3Juvyn, v y n<xAn Var oA
A (n+1) Var uA—u Fr y A Form y A
A x=u Ex(v Gen ((R(u)* E(R(v))) Aeq ))))
x €s una FORMULA que se obtiene por sustitucion a partir del
esquema axiomatico IV,1.

Al axioma V,1 corresponde un nimero determinado z,.
Definimos:

41. M-Ax xeodn(n<xAx=n Th z,)

42, Ax x> Z-Ax xV A-Ax xV L;-Ax xV Ly,-Ax xV
V R-Ax xV M-Ax x
X €S un AXIOMA.

43, Flxyzey=zImp xV v (v<xAVarvA
A x=v Gen y)
x es una INFERENCIA INMEDIATA de y y z.

44. Bw xVn (0<n<l(x) - Ax(n Gl x)
V 3pqO<p, g<nAFl(n Gl x, p Gl x, g Gl x)))\ l(x)>0
X es una DEDUCCION (una secuencia finita de FORMULAS,
cada una de las cuales es 0 un AXIOMA o una INFERENCIA
INMEDIATA de dos de las FORMULAS precedentes).

45. x By Bw xA(l(x)) Gl x=y
x es una DEDUCCION DE LA FORMULA y.

46. Bew x<>dy yBx

X es una FORMULA DEDUCIBLE. (Bew x es la unica de las
nociones 1-46 de la que no podemos afirmar que sea recursiva
primitiva).
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El hecho que puede ser formulado vagamente diciendo que
cada relacion recursiva primitiva es definible en el sistema P
(interpretado en cuanto a su contenido del modo habitual) puede
ser expresado con precision y sin referencia a ninguna interpreta-
ci6én natural de las formulas de P, mediante el siguiente teorema:

Teorema V: Para cada relacion recursiva primitiva n-aria R
hay un SIGNO RELACIONAL r (con las VARIABLES LIBRES®® u,, u,,
..., u,) tal que para cada n-tuplo de numeros naturales (xy, ..., X,)
vale:

3 Rxy, -, X, > Be (Sb( M1y Un
: b X BT 2k, e Zix,)

ul’ ceny Uu
4 -1 Rxq, -, X, — Bew | Neg Sb (r " >>
@ b X ( &SP\ 20, 20,

Aqui nos limitaremos a esbozar la prueba de este teorema?®,
pues no ofrece ninguna dificultad de principio, pero es bastante
larga. Probamos el teorema para todas las relaciones Rx,, ..., x,,
de la forma x; =f(x,, ---, x,)*° (donde f es una funcién recursiva
primitiva) por induccion completa sobre el grado de f. Para
funciones de grado 1 (es decir, constantes y la funcion x +1) el
tcorema es trivial. Sea f de grado m. Entonces f se obtienc a
partir de funciones fi, ..., f, de menor grado mediante las
operaciones de sustitucion o de definicion recursiva. Puesto que
¢l teorema ya esta probado para f, ..., f;, por hipoétesis inductiva,
hay SIGNOS RELACIONALES correspondientes ry, ..., r,, tales que
(3) y (4) valen. Los procesos de definicion (sustitucion y defini-

¥ Las VARIABLES uy, -, u, pueden estar elegidas de cualquier manera.
Por ejemplo, siempre hay un » con las VARIABLES LIBRES 17, 19, 23, ..., etc,,
pura cl cual valen (3) y (4).

" Desde luego, el teorema V se basa en el hecho de que, dada una relacién
rocursiva primitiva R, para cada n-tuplo de numeros naturales podemos decidir
ah buse a los axiomas del sistema P si esos numeros estin en la relacion R o no.

4" e ahi se sigue inmediatamente su validez para toda relacion recursiva
primitiva, pucs cada tal relacion es equivalente a 0=f(x,, ..., n,), donde f es
recursiva primitiva.
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cién recursiva) mediante los que se obtiene f a partir de fi, -, fi
pueden ser ambos formalmente reproducidos en el sistema P. Si
se hace esto se obtiene a partir de ry, ..., r, un nuevo SIGNO
RELACIONAL #*! para el cual puede probarse sin dificultad que
valen (3) y (4), haciendo uso de la hipétesis inductiva. Un SIGNO
RELACIONAL r, que corresponde*? de este modo a una relacion
recursiva primitiva, se llama recursivo primitivo.

Ahora llegamos a la meta de nuestras consideraciones. Sea K
una clase cualquiera de FORMULAS. Designamos mediante Flg
(K) —conjunto de inferencias a partir de K- el minimo conjunto
de FORMULAS que contiene todas las FORMULAS de K y todos
los AXIOMAS y esta clausurado respecto a la relacién de «INFE-
RENCIA INMEDIATA». Decimos que K es w-consistente si no hay
ningan SIGNO DE CLASE a, tal que

VYn (Sb (a UZ (n)) € Flg(K)> A (Neg(v Gen a))e Flg(K)

donde v es la VARIABLE LIBRE del SIGNO DE CLASE a.
Cada sistema w-consistente es también consistente, desde
luego. Pero la inversa no vale, como mas adelante veremos.

El resultado general sobre la existencia de sentencias indeci-
dibles dice:

Teorema VI1: Para cada clase recursiva primitiva y w-consisten-
te K de FORMULAS hay un SIGNO DE CLASE r tal que ni v Gen r ni
Neg(v Gen r) pertenecen a Flg (K) —donde v es la VARIABLE LIBRE
de r.

Prueba: Sea K una clase recursiva primitiva y w-consistente
cualquiera de FORMULAS. Definimos:

) Bw, xoVn (n<l(x) > Ax(n Gl x) V (n Gl x)eK V
ViapqO<p, g<nAFlinGlx, pGlx,qGlx))) Nl(x)>0

(véase la analoga nocion 44).

41 Desde luego, cuando esta prueba se lleva a cabo con todo detalle, r no se
define indirectamente con ayuda de su interpretacion intuitiva, sino sélo por su
estructura puramente formal. :

42 Que, por tanto, en la interpretacion usual expresa que esa relacion se da.
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(6) x By yeoBwi xA(l(x)) Gl x=y
(6.1) Bew;; x<«>3dy yBix

(véanse las andlogas nociones 45 y 46).

Evidentemente, ocurre que
(7) Vx(Bew, x> xeFlg(K))

(8) Vx(Bew x — Bew,x)

Ahora definimos la relacion

(8.1 Q x ye T1x By <Sb (ylzg(y))>

19
Puesto que xB,.y —por (6) y (5)-y Sh (yz(y)> —por def. 17,31-

son recursivas primitivas, también lo es Q x y. Por el teorema V
y (8) hay por tanto un SIGNO RELACIONAL g (con las VARIABLES
LIBRES 17,19), tal que

f 19 17 19
Bt (s ) Bow 55 a1 )

19 17 19
(S - '
o 50 (0 v, e (43 )

Sea
ﬂl) p=17 Gen ¢
{pp ov un SIGNO DE CLASE con la VARIABLE LIBRE 19) y

(1 r=25b (g 129(p)>
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(r es un SIGNO DE CLASE recursivo primitivo con la VARIABLE
LIBRE 17)*3. Entonces tenemos

(13) b (plzip)> _sb ((17 Gen g) 129(1,)) _
17 Gen Sb (q1z9(p)> —~17 Gen r

(por (11) y (12))**; ademds

(14) Sb (qIZ7(x) IZ9(p)) = Sb (r 127()())

(por (12)). Si ahora sustituimos y por p en (9) y'(IO), entonces
teniendo en cuenta (13) y (14) obtenemos que

17
(15) —1x By (17 Gen r) — Bew, (Sh (r Z(x)>)
17
(16)  x Bc(17 Gen r) > Bew, (Neg Sb <rZ(x)>)

De aqui se sigue:

1. 17 Gen r no es K-DEDUCIBLE*>. Pues si lo fuera, habria
(segin 6.1) un n tal que n B, (17 Gen r). Pero entonces, por (16)

17 .
ocurriria que Bew, (Neg Sb <r 7 (n)>)’ mientras que, por otro
lado, de la K-DEDUCIBILIDAD de 17 Gen r se sigue también la de
17 . . :
Sb <r z (n)>' Por tanto, K seria inconsistente (y en especial w-

inconsistente).

43 Pues r se obtiene a partir del SIGNO RELACIONAL recursivo primitivo
g mediante SUSTITUCION de una VARIABLE por el NUMERAL de p.

44 Las operaciones Gen, Sh son intercambiables, si se refieren a distintas
VARIABLES.

45 Con «x es K-DEDUCIBLE» queremos decir que xeFlg (K), lo que, por
(7), significa lo mismo que Bewy x.
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2. Neg (17 Gen r) no es K-DEDUCIBLE. Prueba: Como
acabamos de probar, 17 Gen r no es K-DEDUCIBLE, es decir,
(por 6.1) ocurre que Vn—1(n B, (17 Gen r)). De ahi se sigue por

17
(15) que Vn Bew, (Sb <rZ( )>), lo que junto con Bew, (Neg (17
n

Gen r)), es incompatible con la w-consistencia de K.

Por tanto, 17 Gen r es indecidible en base a K, con lo que ¢l
teorema VI queda probado.

Facilmente se ve que la prueba que acabamos de presentar es
constructiva*3®, es decir, hemos probado de un modo intuicio-
nistamente del todo aceptable lo siguiente: Sea dada una clase
cualquiera de FORMULAS, definida de un modo recursivo primi-
tivo. Entonces, si se nos presentara una decision formal (en base
a K) de la SENTENCIA 17 Gen r —que puede ser efectivamente
escrita— nosotros podriamos ofrecer efectivamente:

1. Una DEDUCCION de Neg (17 Gen r).

17
2. Para cada n dado, una DEDUCCION de Sh (rZ (n)>.

s decir, una decision formal de 17 Gen r tendria como
consecuencia la exhibicion efectiva de una w-inconsistencia.
Diremos que una relacién (o clase) entre nimeros naturales
Rx, ..., x, es decidible si existe un SIGNO RELACIONAL n-ario r,
tal que (3) y (4) —véase el teorema V- valen para él. En especial,
por tanto, del teorema V resulta que cada relacion recursiva
primitiva es decidible. Analogamente diremos que un SIGNO
RELACIONAL es decidible si corresponde de este modo a una
relacion decidible. Ahora bien, para la existencia de sentencias
indecidibles basta con que la clase K sea w-consistente y de-
cidible. Pues la decidibilidad se transmite de K a xBy y —véase (5)
y (6)--y a Ox y —véase 8.1-, y esto es todo lo que se utilizo en la
prucba antes expuesta. La sentencia indecidible tiene en este
¢80 la forma v Gen r, donde r es un SIGNO DE CLASE decidible.
M Pues todas las afirmaciones existenciales que aparecen en la prueba se

bunan en el teorema V, que, como facilmente se ve, es intuicionistamente
#eeptable,
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(Incluso basta con que K sea decidible en el sistema ampliado
con K).

Si en vez de suponer que K es w-consistente nos limitamos a
suponer que es consistente, entonces ya no se sigue (por la
prueba anterior) que exista una sentencia indecidible, pero si se
sigue que existe una propiedad r, para la que no se puede dar un
contraejemplo, y para la que tampoco se puede probar que
todos los nameros la tengan. Pues en la prueba de que 17 Gen r
no es K-DEDUCIBLE habiamos utilizado solo el hecho de que K
era consistente (véase pag. 76) y por (15) de —1(Bew, (17 Gen r))

se sigue que para cada numero x: Sb | r y, por tanto, que

Z(x)
Neg Sb (r Z(x) no es K-DEDUCIBLE para ningin nimero.
X
Si afladimos Neg (17 Gen r) a K, obtenemos una CLASE DE
FORMULAS K’ que es consistente, pero no w-consistente. K’ es
consistente, pues si no, 17 Gen r seria K-DEDUCIBLE. Pero K’ no
es w-consistente, pues por 1 (Bew, (17 Gen r)) y (15) ocurre que

. 17
¥x Bew, Sb <r

y a fortiori por tanto, que Vx Bew,. Sb
Z(x)

17 , .
(rZ ) mientras que por otro lado ocurre, claro esta, que
X

Bew,. (Neg (17 Gen r))*°.

Un caso especial del teorema VI se da cuando la clase K
consta de un numero finito de FORMULAS (y, si se quiere, de las
que se obtiene a partir de ellas por ELEVACION DE TIPO).
Naturalmente, cada clase finita K es recursiva primitiva. Sea a el
mayor nimero contenido en K. Entonces ocurre para K que

xeKedmnm<xAn<aAneKAx=m Th n)

Por tanto, K es recursiva primitiva. Esto nos permite inferir
que incluso con ayuda del axioma de eleccion (para todos los
tipos) o de la hipotesis generalizada del continuo no todas las

46 Desde luego, con esto s6lo hemos probado la existencia de clases K, que
son consistentes, pero no w-consistentes, bajo el supuesto de que hay algun K
consistente (es decir, de que P es consistente).
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sentencias son decidibles, suponiendo que estas hipodtesis sean -
consistentes.

En la prueba del teorema VI no se utilizaron otras propieda-
des del sistema P que las siguientes:

1. La clase de los axiomas y de las reglas de inferencia (es
decir, la relacion de «inferencia inmediata») son recursivamente
definibles (tan pronto como reemplazamos de algin modo los
signos primitivos por nimeros naturales).

2. Cada relacién recursiva primifiva es definible (en el
sentido del teorema V) en el sistema P.

Por eso en cada sistema formal, que satisface los supuestos
1y 2 y es w-consistente, hay sentencias indecidibles de la forma
Vx Fx, donde F es una propiedad recursiva primitiva de los
nimeros naturales, y lo mismo ocurre en cada extension de un
tal sistema resultante de afiadir una clase recursivamente defini-
ble y w-consistente de axiomas. Como facilmente se comprueba,
entre los sistemas que satisfacen los supuestos 1 y 2 se cuentan
las teorias axiomaticas de conjuntos de Zermelo-Faenkel y de
von Neumann*’, asi como el sistema axiomatico de la teoria de
nameros que consta de los axiomas de Peano, la definicion
recursiva (segin el esquema (2)) y las reglas logicas*s. El
supuesto 1 es satisfecho en general por cada sistema, cuyas reglas
de inferencia son las usuales y cuyos axiomas (analogamente a
los de P) se obtienen por sustitucion a partir de un numero finito

- de esquemas*®°.

47 La prueba del supuesto 1 resulta aqui incluso mas sencilla que en el caso
del sistema P, pues solo hay un tipo de variable (o dos en el sistema de von
Neumann).

48 yéase el problema IIl en la conferencia de D. Hilbert: Probleme der
Cirundlegung der Mathematik. Math. Ann., 102.

*%¢ Como se mostrara en la segunda parte de este articulo, la verdadera
ruzdn de la incompletud inherente a todos los sistemas formales de la mateméati-
¢t s que la formacion de tipos cada vez mayores puede continuarse hasta lo
trunsfinito (véase D. Hilbert, Uber das Unendliche, Math. Ann., 95, p. 184),
mientras que en cada sistema formal a Jo sumo disponemos de un numero
Infinito numerable de ellos. En efecto, se puede mostrar que las sentencias
Indecidibles aqui construidas se vuelven decidibles si afiadimos tipos mas altos
utddecuados (por ejemplo, el tipo w al sistema P). Algo parecido ocurre con la
teorin axiomadtica de conjuntos.
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3

Ahora vamos a sacar algunas consecuencias del teorema VI y
para ello damos la siguiente definicion:

Una relacion (o clase) se llama aritmética si puede ser
definida con la sola ayuda de las nociones + y - (adiciéon y
multiplicacién de numeros naturales)*® y de las constantes
logicas V, 1, ¥x vy =, donde Vx y = sblo pueden referirse a
nameros naturales®®. De modo analogo se define la nocién de
«sentencia aritmética». En especial son aritméticas las relaciones
«mayor que» y «congruente modulo m», pues ocurre

x>y 1dz(y=x+12)

X=ymod n)«>dz(x=y+z-nVy=x+z-n)
Ahora tenemos el siguiente

Teorema VII: Cada relacion recursiva primitiva es aritmética.

Probaremos la siguiente version de este teorema: Cada
relacion de la forma xy=f(x;, -, X,), donde f es recursiva
primitiva, es aritmética. Procedamos por inducciéon completa
sobre el grado de f. Tenga f el grado s (s>1). Entonces ocurre
que o

1' f(xla ] xn)zh(jl(xla M) X,,), jl(xla ot xn)a s jm(xla Ht)
X))

(donde h y todos los j; son de grado menor que s5) 0

2. f(O’ X2y o xn) = p(x2, ) xn)
f(k+ 1’ X35+ xn) = q(k’ f(kb X5 ++s xn)> X5 oy xn)
(donde p y ¢ son de grado menor que s)

4% Aqui y en lo sucesivo consideramos siempre que el cero es un numerc
natural.

30 El definiens de un tal concepto debe constar exclusivamente de los signos
indicados, de variables x, y, ---, para niimeros naturales y de las constantes 0 y 1
(no pueden aparecer en él variables para funciones o conjuntos). En los prefijos,
desde luego, puede aparecer cualquier otra variable para niimeros en vez de x.

3! Naturalmente, no es necesario que todos los xy, -, x, aparezcan de hecho
en los j; (véase el ejemplo de la nota 27).
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En el primer caso tenemos

Xo =f(X1, sy X)) 3y oo Vi (RXoY15 oy Yo N
A Slyla X1y oo xn/\ A Sm,Vm’ X1y =00y xn)

donde R y S; son las relaciones aritméticas, existentes por
hipotesis inductiva, que son equivalentes con xo=h(yy, -, y,») ¥
y=ji(xy, -, X,). Por eso en este caso xo=f(x;, .-, X,) €s arit-
mética.

En el segundo caso vamos a aplicar el siguiente procedimien-
to. Podemos expresar la relacion xo=f(xy, .-, x,) con ayuda del
concepto «sucesion de niimeros» (1)°% del siguiente modo:

Xo =.f(x15 "t xn) — dt (t0=p(x2, B xn)/\
AVk(k <x; >ty 1 =qlk, ti, Xz, -+ X)) A Xo = 1)

SiSy xy, oy X, ¥ T2 Xq, . Xquq sON las relaciones aritméti-
cas, existentes por hipoétesis inductiva, que son equivalentes a
y=p(xz, - Xu) Y 2=q(xy, -, X,41), respectivamente, entonces

(]7) Xo =f(x15 Rt xn)HHt(StO Xy w0y Xy /\
A Vk (k<x1 - Htk+1: k, Liy X2y cuny x,,) A X0=tx1)

Ahora sustituimos la nocion de «sucesion de nimeros» por la
de¢ «par de numeros», asignando al par de nameros n, d la
secuencia numérica ™ 9 (tal que t{* ¥ =[n]; + 4 +1ys donde [n],
denota el minimo resto no-negativo de n médulo m).

Entonces vale el

Lema 1: Si t es una sucesion cualquiera de niimeros naturales
y k es un numero natural cualquiera, entonces hay un par de
nimeros naturales n, d, tales que t™ 9 y t coinciden en los
primeros k miembros.

4 e ¢ . . . ;

% 1 es aqui una variable que toma como valores las sucesiones de niimeros
nnturales. t, designa el miembro k + 1-avo de una sucesion t; t, designa su primer
miembro,



80 Kurt Godel

Prueba: Sea [ el maximo de los numeros k, ty, ty, ---, tx—1-
Determinemos n de tal modo, que

n=t, (mod(1+(@+1)1) parai=0,1, .. k—1

lo cual es posible, pues cada dos niimeros 1+(i+1)/! (i=0, 1, ...,
k —1) son primos entre si. En efecto, un nimero primo contenido
en dos de esos numeros deberia estar contenido en la diferencia
(i, —ix)l!, y puesto que |i; —i,) <[, también deberia estar conteni-
do en I!, lo que es imposible. Asi pues, el par de numeros n, [!
tiene la propiedad deseada.

Puesto que la relacion x =[n],, esta definida por

x=n (mod M)A x<m
y por tanto es aritmética, también es aritmética la relaciéon

Pxy, x4, -, X, definida del siguiente modo:

Pxo, Re) anan d (S[n]d+1, Xgy ey Xy A
AVk(k <xy = T[Ny 1 a+2p K [001 4 ages1p X20 =+ X0) A

A xo=[1]1 + a0 +1))

Pero por (17) y el lema 1 esta relacion es equivalente a
X =f(x4, ---, X,,) (en la sucesion t, tal como interviene en (17), s6lo
importan sus primeros x,; + 1 miembros).

Con esto queda probado el teorema VIL

Conforme al teorema VII, para cada problema de la forma
VxFx (donde F es recursiva primitiva) hay un problema aritméti-
co equivalente, y puesto que toda la prueba del teorema VII
(para cada F particular) se puede formalizar en el sistema P, esta
equivalencia es deducible en P. Por eso vale el
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Teorema VIII: En cada uno de los sistemas formales®?
mencionados en el teorema VI hay sentencias aritméticas indecidi-
bles.

Lo mismo vale (seglin la observacion de la pag. 79) para la
teoria axiomatica de conjuntos y sus extensiones mediante clases
recursivas primitivas y w-consistentes de axiomas.

Finalmente derivamos todavia el siguiente resultado:

Teorema IX: En todos los sistemas formales mencionados en el
teorema VI hay problemas indecidibles de la légica pura de
predicados de primer orden>* (es decir, formulas de la logica pura
de primer orden, respecto a las cuales no podemos probar ni su
validez ni la existencia de un contraejemplo)>>

Esto se basa en el

Teorema X: Cada problema de la forma VxFx (con F recursiva
primitiva) es reducible a la cuestién de si una determinada formula
de la l6gica pura de primer orden es satisfacible o no (es decir,
para cada F recursiva primitiva podemos encontrar una férmula
de la logica pura de primer orden, cuya satisfacibilidad es
equivalente a la verdad de Vx Fz).

Consideramos como férmulas de la logica pura de primer
orden las férmulas formadas con los signos primitivos: =1, V, Vx,
=; X, Y, -- (variables individuales), Hx, Gxy, Lxyz (variables
relacionales y de propiedades), donde Vx y = so6lo pueden
referirse a individuos®®. A estos signos afiadimos todavia una

3 Se trata de los sistemas formales w-consistentes que resultan de afiadir a P
una clase recursivamente definible de axiomas.

% Véase Hilbert-Ackermann: Grundziige der theoretischen Logik. En el
sistema P entendemos por férmulas de la logica pura de predicados de primer
orden las formulas que se obtienen al sustituir las relaciones por clases de tipo
superior (del modo indicado en la pag. 60) en las formulas del célculo de
prcdlcudos de primer orden de PM.

* Enmi trabajo Die Vollstindigkeit der Axiome des logischen Funktionenkal-
kiils, Monatshefte fir Math, und Physik, XXXVII, 2, he mostrado que cada
férmula de la logica de predicados de primer orden o es vdlida o posee un
contragjemplo; pero por el teorema IX resulta que no siempre es posible probar
lu existencia de tal contraejemplo (en los sistemas formales considerados).

% Hilbert y W. Ackermann, en su recién citado libro, no incluyen el signo =
entre los del cdleulo légico de primer orden. Pero para cada formula en que
uparece el signo = existe otra formula en que ese signo no aparece y que es
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tercera especie de variables g(x), I(x, y). j(x, v, z), etc., que
representan funciones de objetos (es decir, g{x), I(x, y), etc.,
designan funciones cuyos argumentos y valores son indivi-
duos)®’. Una férmula que, ademas de los signos de la logica pura
de primer orden, contenga variables de la tercera especie (g(x),
I (X, y), .., etc.), sera llamada una féormula en sentido amplio®®.
Las nociones de «satisfacible» y «valido» pueden extenderse sin
mas a las férmulas en sentido amplio, y tenemos un teorema que
dice que para cada formula o en sentido amplio podemos
encontrar una formula f de la logica pura de primer orden, tal
que la satisfacibilidad de o es equivalente a la de . f se
obtiene a partir de o, sustituyendo las variables de la tercera
especie g(x), 1(x, y), --- que aparecen en a por expresiones de
la forma 1zGzx, izLzxy, ... eliminando las funciones «descrip-
tivas» por el método usado en PM I, # 14, y uniendo conyuntiva-
mente°® la formula asi obtenida con una expresion que diga que
todos los G, L, ... que hemos puesto en vez de los g, I, ... son
univocos respecto a su primer lugar.

Ahora mostramos que para cada problema de la forma VxFx
(donde F es recursiva primitiva) hay un problema equivalente
referente a la satisfacibilidad de una féormula en sentido amplio,
de donde -segun la observacion que acabamos de hacer— se
sigue el teorema X.

Puesto que F es recursiva primitiva, hay una funcién recursi-
va primitiva f(x), tal que Fxe>f(x)=0, vy para f hay una
secuencia de funciones fi, f, --., f,, tales que f,=f, fi(x)=x+1y
para cada f,(1 <k <n) o bien

(18) 1 vx2 xm(fk(oa X25 v xm) =f;1(x2, bt xm)
VX, Xy oo Xn(filfi(x), X2, <oy X)) =
=fq(x7fk(x1x25 sty xm)’ X2, 0y xm)

satisfacible si y so6lo si la primera formula lo es (véase el trabajo citado en la nota
5).

57 Ademas, el dominio de definicién debe ser siempre el dominio entero de
individuos.

58 Varjables de la tercera especie pueden aparecer en todos los lugares
ocupados por variables individuales, por ejemplo, y=I(x), Gxl(y), Gl(x, g(y)), x
etc.

5% Es decir, formando la conyuncion.

s
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donde p, g<k*°,

o bien
(19) 2 Vxl - X (fk(xl') R xm) =ﬁ(ﬁ1(x1)a ttts fis(xs»)GO

donde r <k, i, < k (para cada v=1, 2, ..., 5)

o bien
(20) 3. VX1 o Xm (filX1s o X =f1(f1(... (f1(0))..))

Ademas formamos las sentencias:

o3y Vx i) =0AVx y (fi(x) =fi(y) = x=))

(22) Vx (fu(x)=0)

En todas las férmulas (18), (19), (20) (para k=2, 3, ..., n) y en
(21) y (22) sustituimos ahora las funciones f; por variables
funcionales g; y el numero O por una variable individual x, que
no haya aparecido hasta ahora, y a continuacion formamos la
conyuncién y de todas las formulas asi obtenidas.

La férmula Jx, y tiene entonces la propiedad requerida, es
decir,

1. Siocurre Vx f(x)=0, entonces 3x, y es satisfacible, pues si
las funciones fl,' J2s -+ [ 8€ POnEN €n vez de Iag variables g, g,, ..
g, en 3x, 7, evidentemente resulta un enunciado verdadero,

>

% La fitima clausula de la nota 27 no fue tenida en cuenta en las férmulas
(18). Pero una formulacidn explicita de los casos con menos variables en el Jado
derecho resulta aqui necesaria para la correccion formal de la prueba, a menos
que afiadamos la funcién de identidad, I(x)=x, a las funciones iniciales. [[Esta
nota fue afiadida por Godel en 1963 a la traduccion inglesa de su articulo por
van Heijenoort. Véase van Heijenoort: From Frege to Gddel, pag. 613.]

% Los x; (i=1, .., s) representan cualesquiera secuencias finitas de las
varinbles x, x5, -, X,; por ejemplo, x,, X3, X,.



84 Kurt Godel

2. Sidx, 7y es satisfacible, ocurre que Vx f(x)=0.

Prueba: Sean h,, h,, ..., h, las funciones, existentes por
hipotesis, que producen un enunciado verdadero cuando se
ponen en vez de g, J;, -+ 9,. Su dominio de individuos sea D.
Puesto que Ix, y vale para las funciones h;, hay un individuo a
(de D), tal que todas las formulas (18) a (22) se transforman en
enunciados verdaderos, (18') a (22'), si reemplazamos las f; por
h, y 0 por a. Ahora formamos la minima subclase de D, que
contiene a y estd clausurada respecto a la operacion i, (x). Esta
subclase D’ tiene la propiedad de que cada una de las funciones
h;, aplicada a elementos de D', proporciona de nuevo elementos
de D'. Pues para h; vale esto por definicion de D', y por (1%8),
(19') y (20') esta propiedad se transmite de los h; con indice
menor a los que lo tienen mayor. Designemos mediante h; las
funciones que resultan de restringir los h; al dominio de
individuos D’. También para estas funciones valen todas las
formulas (18) a (22) (reemplazando O por a y f; por k).

Puesto que (21) vale para h; y a, podemos aplicar biunivoca-
mente los individuos de D’ a los numeros naturales, de tal modo
que a se convierte en 0 y la funcion h] en la funciéon f; del
siguiente. Pero mediante esta aplicacion todas las funciones h; se
convierten en las funciones f;, y puesto que (22) vale para k), y a,
ocurre que Vx f,(x)=0 o Vx f(x)=0, que es lo que queriamos
probar®?,

Puesto que (para cada F especial) la argumentacion que
conduce al teorema X puede también ser llevada a cabo en el
sistema formal P, también la equivalencia entre un enunciado de
la forma VxFx (donde F es recursivo primitivo) y la satisfacibili-
dad de la formula correspondiente de la logica de primer orden
es demostrable en P, y por tanto de la indecidibilidad de lo uno
se sigue la de lo otro, con lo que queda probado el teorema IX52.

°! Del teorema X se sigue, por ejemplo, que los problemas de Fermat y de
Goldbach podrian ser resueltos, si se pudiera resolver el problema de la decision
para la logica de primer orden.

2 Naturalmente, el teorema IX también vale para la teoria axiomatica de
conjuntos, asi como para sus extensiones obtenidas mediante el afiadido de
clases recursivas primitivas y «-consistentes de axiomas, pues también en esos
sistemas hay enunciados indecidibles de la forma VxFx (donde F es recursivo
primitivo).
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De los resultados del apartado 2 se sigue una sorprendente
consecuencia relativa a la prueba de la consistencia del sistema P
(y de sus extensiones), que queda expresada en el siguiente
teorema:

Teorema XI: Sea K una clase recursiva primitiva y consisten-
te®® cualquiera de FORMULAS. Entonces ocurre que la SENTENCIA
que dice que K es consistente no es K-DEDUCIBLE. En especial, la
consistencia de P no es deducible®® en P, suponiendo que P sca
consistente (en caso contrario, naturalmente, toda féormula seria
deducible).

La prueba (meramente esbozada) es la siguiente: Sea K una
clase recursiva primitiva cualquiera (pero elegida de una vez por
todas para las siguientes consideraciones) de FORMULAS (en el
caso mas simple, la clase vacia). Para probar el hecho de que 17
Gen r®° no es K-DEDUCIBLE, solo habiamos utilizado —como se
desprende de 1, pag. 76 —la consistencia de K, es decir, ocurre
que

(23) Wid K — —1Bew, (17 Gen r)
es decir, segun 6.1:

Wid K - Vx 1 (x Bk (17 Gen r))

1
Por (13), 17 Gen r=Sb <p 9( )>, y por tanto

Z(p

Wid K - Vx —1(x Bg Sb (plzg(p)>),

03 K es consistente (abreviadamente, Wid K) se define asi:
Wid K +3x (Form x A = Bewg x).

™4 Esto se sigue al tomar como K la clase vacia de FORMULAS.

% Naturalmente, r depende (como p) de K.
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es decir, por (8.1)
(24) Wid K —Vx Qxp

Ahora constatamos que todas las nociones definidas (y todas
las afirmaciones probadas) hasta ahora en los apartados 2% y 4
son también definibles (0 deducibles) en P. Pues no hemos
utilizado mas que los métodos usuales de definicion y prueba de
la matematica clasica, tal y como estan formalizados en P.
Especialmente ocurre que K (como cada clase recursiva primi-
tiva) es definible en P. Sea w la SENTENCIA mediante la que
se expresa en P que Wid K. La relacion Qxy se expresa
—conforme a (8.1), (9) y (10)- mediante el SIGNO RELACIONAL g,

19
por tanto, Qxp por r (pues por (12) ocurre que r=Sb <qZ (p)>)’ Y

el enunciado Vx Qxp por 17 Gen r.

Por (24), pues, w Imp (17 Gen r) es deducible®” en P (y, a
fortiori, K-DEDUCIBLE). Si w fuese K-DEDUCIBLE, también 17
Gen r seria K-DEDUCIBLE, y de ahi se seguiria, por (23), que K
no es consistente.

Notese que también esta prueba es constructiva, es decir,
caso de que nos presenten una DEDUCCION de w a partir de
K, nuestra prueba permite obtener efectivamente una contradic-
cion a partir de K. La prueba entera del teorema XI puede
trasladarse literalmente a la teoria axiomatica de conjuntos M y
a la matematica clasica axiomatica®® A y también aqui obtene-
mos el mismo resultado: No hay prueba alguna de la consisten-
cia de M (o de A), que pudiera ser formalizada en M (o0 en A),
suponiendo que M (o A) sea consistente. Hagamos notar explici-
tamente que el teorema XI (y los resultados correspondientes
sobre M y A) no se oponen al punto de vista formalista de
Hilbert. En efecto, este punto de vista s6lo supone la existencia

6 Desde la definicion de «recursivo primitivo» en la pag. 64 hasta la prueba
del teorema VI, inclusive.

%7 Que de (23) podamos inferir la verdad de w Imp (17 Gen r) se debe a que
la sentencia indecidible 17 Gen r afirma su propia indeducibilidad, como ya
observamos al principio. .

8 Véase J. von Neumann: Zur Hilbertschen Beweistheorie, Math. Zeitschrift,
26, 1927.
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de una prueba de consistencia llevada a cabo por medios
finitarios y seria concebible que hubiera pruebas finitarias que
no fuesen representables en P (ni en M o A).

Puesto que para cada clase consistente K w no es K-
DEDUCIBLE, ocurre que siempre que Neg(w) no es K-DEDUCIBLE
ya tenemos sentencias (a saber, w) no decidibles en base a K.
Con otras palabras en el teorema VI podemos sustituir la
hipotesis de la w-consistencia por esta otra: la sentencia «K es
inconsistente» no es K-DEDUCIBLE. (Notese que existen clases
consistentes K para las que esa sentencia es K-DEDUCIBLE.)

En este trabajo nos hemos limitado basicamente al sistema P
y solo hemos indicado las aplicaciones a otros sistemas. Los
resultados en toda su generalidad seran formulados y probados
en una continuacion de proxima aparicion. En ese trabajo
presentaremos también la prueba detallada del teorema XI, que
aqui solo fue esbozada.

Nota suplementaria, afiadida en 1963

Como consecuencia de avances posteriores, en particular del
hecho de que gracias a la obra de A. M. Turing®® ahora
disponemos de una definicion precisa ¢ indudablemente adecua-
da de la nocion general de sistema formal’®, ahora es posible dar
una version completamente general de los teoremas VI y XI. Es
decir, se puede probar rigurosamente que en cada sistema formal
consistente que contenga una cierta porcion de teoria finitaria de
nimeros hay sentencias aritméticas indecidibles y que, ademads,
la consistencia de cualquiera de esos sistemas no puede ser
probada en el sistema mismo. '

®Y yéase A. M. Turing [1937]: On computabie numbers, with an application
to the Entscheidungs-problem, pag. 249.

70 En mi opinion, el término «sistema formal» o «formalismo» no debiera ser
nunea usado mas que para esta nocion. En una conferencia en Princeton [ véase
plg. 331 de este volumen] sugeri ciertas generalizaciones transfinitas de los
formalismos, pero se trataba de algo radicalmente diferente de los sistemas
formales en el sentido propio del término, cuya propiedad caracteristica consiste
un que cn ellos el razonamiento puede ser, en principio, completamente
reemplazado por operaciones mecanicas.



Introduccion a:
Discusion sobre la fundamentacion
de la matematica

El 7 de septiembre de 1930 tuvo lugar una discusion sobre
los fundamentos de la matematica en la que participaron Hahn,
Carnap, von Neumann, Scholz, Heyting, Reidemeister y Godel.
La discusion giraba en torno a las clasicas posiciones del
logicismo, el formalismo y el intuicionismo.

El programa formalista de Hilbert, al igual que el intuicionis-
mo, daba la preeminencia a la matematica finitaria, que seria la
unica plenamente significativa y verdadera. Pero, al contrario
que el intuicionismo, consideraba aceptable el gran edificio de la
matematica clasica, incluidos sus multiples aspectos transfinitos,
pues éstos podian servir para obtener nuevos resultados finita-
rios (sobre nimeros naturales). Lo Unico que exigia era que se
probase la consistencia formal de la matematica clasica. Para
ello habia que ofrecer una prueba metamatematica finitaria de la
consistencia del sistema formal de la matematica clasica. En
1931 Godel mostraria que esta exigencia del programa hilbertia-
no era imposible de cumplir. Pero ya en esta discusion de 1930
Godel manifiesta sus dudas filosoficas respecto al sentido ultimo
del programa formalista. Incluso si la prueba de consistencia del
sistema formal de la matematica clasica fuese posible, ello, por si
solo, no garantizaria la verdad de los teoremas matematicos
finitarios obtenidos con su ayuda.

88



Discusion sobre la fundamentacion de la matematica 89

Con posterioridad a esta discusion aparecié el famoso
articulo de Godel «Sobre sentencias formalmente indecidibles de
Principia Mathematica y sistemas afines», que tanta repercusion
tendria sobre la filosofia de la matematica. Los editores de la
revista Erkenntnis, que iba a publicar la discusion antes citada,
rogaron a Godel que les comunicara un resumen de sus recientes
resultados, para publicarlo en el mismo nimero de la revista,
como suplemento a la discusion, y asi lo hizo Godel. La
discusion aparecio bajo el titulo Diskussion zur Grundlegung der
Mathematik (Discusion sobre la fundamentacion de la matemati-
ca) en el numero 2 de la revista Erkenntnis, correspondiente a
1931-32. La breve intervencion de Godel aparece en las paginas
147-148. El Nachtrag (suplemento) ocupa las paginas 149 a 151.

J.M.



DISCUSION SOBRE LA FUNDAMENTACION
DE LA MATEMATICA

Segun la concepcion formalista a los enunciados significati-
vos de la matematica afiadimos (pseudo-)enunciados transfinitos,
que en si mismos no significan nada, sino que solo sirven para
redondear el sistema, del mismo modo que logramos un sistema
redondeado de geometria mediante la introduccién de puntos
infinitamente lejanos. Esta concepcidon presupone que, si al
sistema S de los enunciados significativos afiadimos el sistema T
de los enunciados y axiomas transfinitos y luego, dando un
rodeo y usando enunciados de T, probamos un enunciado de S,
entonces ese enunciado es también verdadero en cuanto a su
contenido, y, por tanto, que ningin enunciado falso en cuanto a
su contenido se vuelve deducible por el afiadido de los axiomas
transfinitos. Esta exigencia suele ser reemplazada por la de la
consistencia. Quisiera ahora sefialar que estas dos exigencias no
pueden en modo alguno ser consideradas como equivalentes.
Pues si en un sistema formal consistente 4 (por ejemplo, el de la
matematica clasica) una sentencia significativa ¢ es deducible
con la ayuda de los axiomas transfinitos, lo finico que se sigue de
la consistencia de A es que no-¢ no es deducible dentro del
sistema formal A. Sin embargo, sigue siendo concebible que uno
pudiera percatarse de la verdad de no-¢ mediante ciertas
consideraciones (intuicionistas) sobre su contenido, que no
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fuesen formalmente representables en A. En este caso, y a pesar
de la consistencia de A, seria deducible en 4 una sentencia, de
cuya falsedad podriamos percatarnos mediante consideraciones
finitarias. De todos modos, en cuanto entendemos la nocion de
«sentencia significativa» de un modo suﬁcien’tqmente ‘restrmgldo
(por ejemplo, limitada a las ecuaciones numericas finitas), ya no
puede ocurrir tal cosa. Por el contrario, seria perfectamepte
posible, por ejemplo, que pudiéramos deducir con los medios
transfinitos de la matematica clasica una sentencia de la forma
Ix Fx, donde F es una propiedad finitaria de los n}imeros
naturales (la negacion de la hipotesis de qudbach, por ejerpplo,
tiene esa forma), y, por otro lado, que mediante consideraciones
sobre su contenido pudiéramos percatarnos de que todos los
nimeros naturales tienen la propiedad no-F, y yo quisiera
sefialar que esto seguiria siendo posible aunque hublera’rr%os
probado la consistencia del sistema formal de la matematica
clasica. Pues nunca podemos estar seguros de que todas las
consideraciones sobre el contenido sean representables en un
sistema formal determinado. )

Supuesta la consistencia de la matematica c_lés1ca,_ uno puede
incluso ofrecer ejemplos de enunciados (del mismo tipo que los
de Goldbach o Fermat) que son verdaderos en cuanto a su
contenido, pero no son deducibles en el sistema 1_“<’)rma1 de la
matematica clasica. Por tanto, si afiadimos la negacion de un tal
enunciado a los axiomas de la matematica cldsica, o‘_btenemos un
sistema consistente, en el que es deducible un enunciado falso en
cuanto a su contenido.

Suplemento

Los editores de Erkenntnis me han pedido que resuma lo_s
resultados de mi trabajo «Sobre sentencias formalmente indeci-
dibles de Principia Mathematica y sistemas afines», que acaba de
aparecer en Monatshefte fiir Mathematik und Phys,zk, XXXYIII, y
gue todavia no estaba impreso cuando se celebro la reunion de
K Gnisberg. .

Este trabajo trata de problemas de dos tipos, a saber, en
primer lugar de la cuestion de la completud (decidibilidad) de los
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sistemas formales de la matematica, y en segundo lugar de la
cuestion de las pruebas de consistencia para tales sistemas. Un
sistema formal se llama completo si cada sentencia expresable
con sus signos es formalmente decidible a partir de sus axiomas,
es decir, si para cada tal sentencia « existe una secuencia finita de
inferencias acordes con las reglas del calculo logico que empieza
con algunos axiomas y termina con la sentencia « o con la
sentencia no-o. Un sistema S se llama completo respecto a cierta
clase K de sentencias, si al menos cada sentencia de K es
decidible a partir de los axiomas. En el trabajo anteriormente
citado se muestra que no hay ninglin sistema formal con un
nimero finito de axiomas que sea completo ni siquiera respecto
de las sentencias aritméticas!. Aqui entendemos por «sentencias
aritméticas» aquellas en que no aparecen mas nociones que + , .
, = (adicion, multiplicacion e identidad, referidas a niimeros
naturales), ademas de los conectores logicos y los cuantificado-
res universal y existencial, aplicados sOlo a variables de numeros
naturales (por lo cual en las sentencias aritméticas no aparecen
mas variables que las de numeros naturales). Incluso para los
sistemas formales con un namero infinito de axiomas hay
sentencias aritméticas indecidibles, con tal de que su esquema
axiomatico cumpla ciertas condiciones (muy generales). De lo
dicho se sigue en especial que hay sentencias aritméticas indeci-
dibles en todos los sistemas formales conocidos de la matematica
—por ejemplo, en Principia Mathematica (con axioma de reduci-
bilidad, de eleccion y de infinitud), en la teoria axiomatica de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel y en la de von Neumann, y en
los sistemas formales de la escuela de Hilbert-. Lo primero que
hay que hacer notar respecto a los resultados sobre las pruebas
de consistencia es que aqui se trata de la consistencia en el
sentido formal (o hilbertiano), es decir, la consistencia es conside-
rada como una propiedad puramente combinatoria de ciertos
sistemas de signos y de sus «reglas del juego». Ahora bien, los
hechos combinatorios pueden ser expresados con los simbolos
de los sistemas formales matematicos (como Principia Mathema-

! Suponiendo que a partir de los axiomas del sistema formal en cuestién no
sean deducibles sentencias aritméticas falsas (es decir, refutables en cuanto a su
contenido).
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tica). Por eso el enunciado de que un cierto sistema formal S es
consistente frecuentemente puede ser expresable con los simbo-
los de ese sistema (en especial vale esto para los sistemas antes
mencionados). Lo que puede probarse es lo siguiente: Para todos
los sistemas formales, para los que anteriormente se ha afirmado
la existencia de sentencias aritméticas indecidibles, el enunciado
de la consistencia del sistema en cuestidon es una de las sentencias
indecidibles en ese sistema. Es decir, una demostracion de la
consistencia de uno de estos sistemas S solo puede llevarse a
cabo con ayuda de modos de inferencia que no son formalizables
en S. Por tanto, seria completamente imposible obtener una
prueba finitaria de consistencia (como la buscan los formalistas)
para un sistema formal en el que estén formalizados todos los
modos finitarios (es decir, intuicionistamente aceptables) de
prueba. De todos modos, parece dudoso que alguno de los
sistemas formales construidos hasta ahora, como el de Principia
Mathematica, sea tan abarcador, o incluso que exista uno tan
abarcador.



Introduccion a:
Sobre el cdlculo
conectivo intuicionista

El conjunto 4 de las formulas conectivas deducibles en un
calculo adecuado de 16gica conectiva clasica es el conjunto de las
formulas clasicamente validas, es decir, de las formulas validas -
en el conocido modelo que tiene como ambito el conjunto {0, 1}
de los valores veritativos, que tiene como negacién la funcion
que al 0 le asigna el 1, y al 1 el O, etc. El conjunto P de las
formulas conectivas deducibles en un cilculo adecuado de la
logica conectiva n-valente (para 3 <n < N,) es el conjunto de las
formulas validas en cierto modelo que tiene como ambito un
conjunto (por ejemplo, {0,1/3, 2/3, 1} para n=4) de n valores
veritativos. ;Seria posible caracterizar el conjunto de las formu-
las deducibles en el calculo conectivo intuicionista de Heyting
mediante un modelo con un ambito finito, o, equivalentemente,
mediante una matriz veritativa con un numero finito de valores
veritativos? En 1932 Godel prob6é que ello no es posible y
comunico su prueba a la Academia de Ciencias de Viena.

La comunicacion de Godel aparecio bajo el titulo Zum
intuitionistischen Aussagenkalkiil (Sobre el calculo conectivo
intuicionista) en Anzeiger der Akademie der Wissenschaften in
Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse 69 (1932),
pags. 65-66. El texto original ha sido reproducido en Berka y
Kreiser (1971), pag. 186.

J.M.
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SOBRE EL CALCULO
CONECTIVO INTUICIONISTA

Respecto al sistema H de la 16gica conectiva intuicionista
construido por A. Heyting! valen los siguientes teoremas:

I. No hay modelo alguno con un numero finito de elemen-
tos (valores veritativos) que satisfaga todas y solas las formulas
deducibles en H (es decir, donde todas y solas estas formulas
reciban valores sefialados en cualquier asignacion de valores del
modelo a las variables).

II. Entre H y el sistema A de la logica conectiva usual se
encuentran infinitos sistemas, es decir, hay una sucesion monoéto-
na decreciente de sistemas, tales que todos ellos incluyen H y
estan incluidos en A.

La prueba resulta de los sxgulentes hechos:
Sea ¢, la formula:

\ (a;=> <ay)

1<i<k<n

donde V representa la disyuncién V iterada y los g; son variables

' Véase A. Heyting [1930]: Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik.
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sentenciales. ¢, es satisfecha por cada modelo con menos de n

elementos que satisface todas las formulas deducibles en H. Pues

en cada asignacion se asigna el mismo elemento ¢ a a; y a, en al

menos un miembro de la disyuncion ¢,, y (e> ce)VB recibe

siempre un valor sefialado, sea f§ lo que sea, pues la formula (o

<)V es deducible en H. Sea ademas S, el siguiente modelo:
Elementos: {1, 2, ..., n}, elemento sefialado: 1;

aVb=min (a, b); alAb=max (a, b);
aob=1, si a>b; aob=b>b, si a<b

—a=n, si a£n, —n=1

Entonces S, satisface todas las formulas de H y la formula
¢.+1, asi como todas las ¢; con mayor indice, pero no satisface
¢, ni ninguna ¢@; con indice menor. De aqui se sigue especial-
mente que ningun ¢, es deducible en H. Por lo demés ocurre
que una férmula de la forma «V f s6lo puede ser deducible en H,
si ya « es deducible o 8 es deducible en H.



Introduccion a:
Un caso especial del problema
de la decision en la logica teorica

Un conjunto @ de formulas de la 16gica pura de primer orden
{sin identidad) es decidible respecto a satisfacibilidad si y solo si
existe un procedimiento automatico que para cada formula pe®
nos permite decidir en un numero finito de pasos si ¢ es
satisfacible o no.

En 1936 prob6 Church que la légica de primer orden es
indecidible. No existe ningin procedimiento que nos permita
decidir, para cualquier formula ¢, si ¢ es satisfacible o no. Pero
aunque el conjuato de todas las formulas de primer orden sea
indecidible respecto a satisfacibilidad, ciertos subconjuntos suyos
son decidibles.

Como es bien sabido, toda féormula es equivalente a (es decir,
es satisfecha por las mismas interpretaciones que) alguna formu-
la prenexa. Por ello el problema de la decision para la logica de
predicados puede ser convenientemente estudiado limitando
nuestra atencion a las formulas prenexas. Toda formula prenexa
tiene la forma ne, donde = es un prefijo (serie de cuantificadores
y variables) y « una féormula sin cuantificadores. ;Qué clases de
fébrmulas prenexas (definidas por sus prefijos) son decidibles
respeclo a satisfacibilidad? En 1928 Bernays y Schonfinkel
habian probado que las clases de formulas prenexas caracteriza-
das por prefijos de la forma 3x,...x, o de la forma Vx,...x, o de
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la forma 3x,...x, Yy;...y,, son decidibles. En 1930 Gdédel probo
que también la clase de féormulas prenexas caracterizada por
prefijos de la forma 3x,...x, Vy,vy, 3z, ...z, (es decir, con s6lo
dos cuantificadores universales, y éstos, seguidos) es decidible
respecto a satisfacibilidad. El mismo resultado fue luego proba-
do de otro modo por Kalmar y Schiitte (1934).

Este resultado de Godel fue presentado en 1930 en el
coloquio matematico que dirigia Karl Menger en Viena y
aparecio bajo el titulo Ein Spezialfall des Entscheidungsproblems
der theoretischen Logik (Un caso especial del problema de la
decision en la l6gica tedrica) en Ergebnisse eines mathematischen
Kolloquiums, ed. por Karl Menger, num. 2 (1929-30), pags. 27-28.

J M.



UN CASO ESPECIAL DEL PROBLEMA
DE LA DECISION
EN LA LOGICA TEORICA

Partiendo del método empleado en la prueba de la suficien-
cia del calculo deductivo de primer orden (Monatshefte fiir
Mathematik und Physik, 37, p. 349) se puede desarrollar un
procedimiento que para cada formula de la forma

3X1"'Xn Vy1y2 321---2,” a(xiyizi)

permite decidir si es satisfacible o no. En primer lugar reducimos
del modo conocido? el problema al de las formulas de la forma

(1 VX1 Xy X530 X, @(Xq-X,)

A continuacién suponemos que en ¢ sOlo aparecen variables
relacionales binarias, a saber, F;, F,, ..., F. Sea 4 el conjunto de
las formulas F;x,x, para i=1, 2, ..., s; sea B el conjunto de las
formulas F;x,x, para i=1, 2, ..., s; p=1, 2; g=1, 2. Ocurre que
A< B. Mediante «/; (para i=1, 2, ..., etc.) designamos una
awignacion de valores veritativos +, — a las formulas de 4, y

! Véuse M. Ackermann (1928): Uber die Erfiillbarkeit gewisser Zihlausdriicke,
p. 047,
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mediante %, (para i=1, 2, ..., etc.)?, una tal asignacion a las
formulas de B. (S6lo hay un numero finito de tales .of; y %,;.) Si
estd dada una realizacion de los F; en un dominio de individuos
D, entonces cada elemento aeD proporciona un .o/; determinado
y cada dos elementos a, be D proporcionan un %; determinado,
siidentificamos a con x; y b con x,. Estos .«7;, %; los designamos
también como 7, 4, ;. Si un &/, coincide con un %, respecto
al conjunto A, escribimos .o/, =%,. Mediante &; designamos el
A ; obtenido a partir de %, por intercambio de x; y X,.

Esté dado un sistema de relaciones R; ..., R en un dominio de
individuos D que satisfaga. la formula (1). Construimos el
conjunto 2 de todos los o/; obtenidos al dejar que la a de &,
recorra todos los individuos de D, y el conjunto 2 de todos los
4; obtenidos al dejar que las a, b de %4, , recorran todos los
individuos de D. Los conjuntos (finitos y no vacios) 2 y 2
cumplen evidentemente las siguientes condiciones:

I. Si «;e? y o€, entonces hay un #;e2, tal que
A, By A <=RB;

II. Si #,c2, entonces hay un sistema de relaciones S,
S,, -, s definidas en el ambito de » individuos a4, -.., a,, tal que

. B,=%

2. @(xy, -, X,) recibe el valor veritativo 4+, si uno sustituye
los F; por los S; y los x; por los a;.

3. Byucly A, paratodo i, k=1,2, .., n

ajaz-

aidak

Si para una formula dada de la forma (1) hay un par de
conjuntos no vacios 2 y 2 que cumplen las condiciones I y II es
algo que siempre puede décidirse en un numero finito de pasos
(pues soOlo hay un numero finito de «/; y 4,). Si tal par no existe,
la formula dada no es satisfacible. Si tal par existe, la formula
dada es satisfacible. En efecto, lo siguiente ocurre: Si Z y 2
cumplen las condiciones 1y II y si para las relaciones T, ..., T,
definidas en un dominio finito K ocurre que o/, €? y %,,€2
para cualesquiera x, yeK, entonces para cada dos individuos

2 Es decir, numeramos tales asignaciones de cualquier manera y designamos
la i-ava como &Z; (respectivamente, %;).
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dados a, beK se pueden extender las relaciones T; a un dominio
KUK’ ampliado por un conjunto K’ de n—2 individuos {r{, ...,
rn_»}, de tal modo que ¢(a, b, ri, -, r},_,) es verdad y también
para el dominio ampliado ocurre siempre que .2y #,,€2.

En efecto, por II podemos definir los T; para los pares de
elementos del conjunto {a, b}UK' y luego por I para los pares
<x, y> con xeK—{a, b}, yeK’, de tal modo que las condicio-
nes requeridas se cumplan.

Si en ¢ aparecen variables relacionales n-arias con n > 2,
entonces hemos de entender por B (respectivamente, por A4) el
conjunto de las férmulas que se obtienen colocando las variables
X1, X, (respectivamente, x;) de todas las maneras posibles en los
lugares correspondientes detras de los F;, con lo que la prueba
puede proceder como antes.



Introduccién a:
Sobre completud y consistencia

En la sesion del 22 de enero de 1931 del coloquio matematico
dirigido por Karl Menger en Viena Godel presentd una comuni-
cacion sobre completud y consistencia, en la que dio a conocer
sus famosos resultados sobre la incompletud y la imposibilidad
de autoprueba de consistencia de los sistemas formales que
incluyan cierta porcion de aritmética. La comunicacion termina
con la indicacién de la posibilidad de ampliar el sistema formal
dado mediante la introduccion de variables de tipo superior y de
los correspondientes axiomas de comprension (o de axiomas de
cardinalidad mas fuertes, en el caso de la teoria axiomatica de
conjuntos), con lo que resulta que las sentencias indecidibles
construidas para probar la incompletud del sistema formal
primitivo se vuelven decidibles en el sistema formal ampliado
(aunque se pueden construir otras nuevas para éste) y que la
consistencia del sistema primitivo es también demostrable en el
ampliado (aunque no la suya). Este proceso puede iterarse
indefinidamente.

La comunicacion apareci6 bajo el titulo Uber Vollstindigkeit
und Widerspruchsfreiheit (Sobre completud y consistencia) en
Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums, nim. 3 (1932),
pags. 12-13. J. van Heijenoort tradujo la comunicacion al inglés
(en van Heijenoort [1967]) y Gddel aprovecho la ocasion para
afiadir (el 18 de mayo de 1966) algunas precisiones en una nota a
pie de pagina, que hemos incorporado a nuestra traduccion.

J.M.
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SOBRE COMPLETUD Y CONSISTENCIA

Sea Z el sistema formal que se obtiene al afadir a los
axiomas de Peano el esquema de definicion recursiva (sobre una
variable) y las reglas del calculo l6gico de primer orden. Por
tanto, Z no debe contener mas variables que las variables de
individuos (es decir, de ntimeros naturales) y el principio de in-
duccion completa debe formularse por ello como regla de infe-
rencia. Entonces ocurre:

1. Cada sistema formal S que abarque' Z y que tenga un
numero finito de axiomas y las reglas de sustitucion e implica-

' Que un sistema formal S abarca a otro T significa que cada sentencia
expresable (deducible) en T es también expresable (deducible) en S.

[[Afiadido por GéGdel en mayo de 1966]]:

Esta definiciobn no es precisa, y si se precisara de un modo directo, no
proporcionaria una condicién suficiente para la no demostrabilidad en S de la
consistencia de S. Obtenemos una condicion. suficiente si usamos la siguiente
definicion: «S contiene T si y solo si cada formula (o axioma o regla de inferencia
o de definicion o de construccién de axiomas) de T es una formula (0 axioma,
ele.) de S, es decir, si S es una extension de T.»

Bajo la hipotesis mas débil de que Z es recursivamente traducible de un
modo biunivoco en S y que la deducibilidad se preserva en esa direccidn, podria
wer que la consistencia de S (incluso de sistemas muy fuertes S) fuera demostra-
ble ¢n S e incluso en la teoria de numeros recursiva primitiva. Sin embargo, lo
que puede mostrarse que es indemostrable en S es el hecho de que las reglas del
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104 Kurt Godel

¢ion como Unicos principios de inferencia es incompleto, es decir.
en ¢l hay sentencias (que son también sentencias de Z) indecidi-
bles a partir de los axiomas de S, suponiendo que S sea w-
consistente. Aqui llamamos w-consistente a un sistema formal, si
no hay ninguna propiedad F de numeros naturales, tal que tanto
dx 71 Fx como todas las formulas Fi (para i=1, 2, ..., etc.) son
deducibles en él.

2. En cada tal sistema S es indeducible el enunciado de que
S es consistente (mas exactamente, la sentencia aritmética
equivalente que se obtiene al asignar biunivocamente numeros
naturales a las formulas).

Los teoremas 1 y 2 valen también para sistemas formales con
un numero infinito de axiomas y con otros principios de
inferencia distintos de los indicados, suponiendo que cuando
enumeramos las formulas (en orden de longitud creciente y, en
caso de igual longitud, lexicograficamente), la clase de los
numeros asignados a los axiomas sea definible y decidible en el
sistema Z, asi como también la relacion n-aria R que se da entre
nameros naturales x;x,, .-, X, cuando «la férmula con el
numero x; es inferible de las formulas con los niimeros x,, .., x,
aplicando una sola vez una de las reglas de inferencia». Aqui
decimos que una relacion (clase) n-aria R es decidible en Z si
para cada n-tuplo de nimeros naturales k, .- k, o bien Rk, ... k,
es deducible en Z o bien 1 Rk; ... k, es deducible en Z (hasta

calculo ecuacional, aplicadas a ecuaciones deducibles en S entre términos
recursivos primitivos, proporcionan sélo ecuaciones numéricas correctas (supo-
niendo que S posea la propiedad cuya indemostrabilidad afirmamos). Noétese que
es necesario demostrar esta consistencia «externa» de S (que para los sistemas
usuales es trivialmente equivalente con la consistencia) para «justificar» —en el
sentido del programa de Hilbert— los axiomas transfinitos de un sistema S. (Por
«reglas del calculo ecuacional» entendemos aqui las dos reglas de sustitucion de
variables por términos recursivos primitivos y de sustitucion de un tal término
por otro, cuya igualdad con él ha sido previamente probada.)

El teorema mencionado en ultimo lugar y el teorema 1 del articulo siguen
siendo vélidos para sistemas formales mucho mas débiles que Z, en particular
para la teoria recursiva primitiva de nimeros, es decir, para lo que queda de Z si
omitimos los cuantificadores. Si realizamos ciertos cambios insignificantes en la
formulacién de las conclusiones de los dos teoremas, éstos valen incluso para
cualquier traduccion recursiva en S de las ecuaciones entre términos recursivos
primitivos, bajo la sola hipdtesis de la w-consistencia (o consistencia externa) de
S en esa traduccion.
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ahora no se conoce ninguna relacion numérica decidible que no
sea definible y decidible en Z).

Si nos imaginamos que el sistema Z es sucesivamente
ampliado por la introducciéon de variables para clases de
numeros, para clases de clases de numeros, etc., asi como de los
correspondientes axiomas de comprension, entonces obtenemos
una sucesion (continuable en lo transfinito) de sistemas formales
que cumplen los supuestos antes sefalados, y resulta que la
consistencia (w-consistencia) de cada uno de estos sistemas
formales es demostrable en todos los siguientes. También las
sentencias indecidibles construidas para probar el teorema 1 se
vuelven decidibles al afiadir tipos superiores y los correspondien-
tes axiomas; pero en los sistemas superiores podemos construir
otras sentencias indecidibles por el mismo procedimiento, etc.
Todas las sentencias asi construidas son expresables en Z (y por
tanto son sentencias numéricas), pero no son decidibles en Z,
sino s6lo en sistemas superiores, como el del analisis. Si construi-
mos la matematica sin tipos, como ocurre en la teoria axiomati-
ca de conjuntos, ¢l lugar de las extensiones de tipo es ocupado
por los axiomas de cardinalidad (es decir, axiomas que requieren
la existencia de conjuntos de cardinalidad cada vez mayor), y de
aqui se sigue que ciertas sentencias aritméticas indecidibles en
Z se vuelven decidibles mediante la introducciéon de axiomas
de cardinalidad, por ejemplo, del axioma de que hay conjun-
tos cuya cardinalidad es mayor que cada a,, donde oy=N, y
Ry 1= 2 .



Introduccion a:
Una propiedad de los modelos
del cdlculo conectivo

En respuesta a una pregunta de Karl Menger, Godel presen-
td6 una corta ponencia al coloquio matematico de Viena en la
que probo el siguiente teorema:

Para cada sistema < S, T,—1, > > con (1) T<S,(2) 1:5— S
y (3) »:SxS»» S, que cumpla los requisitos expuestos en I y II
(que corresponden a los axiomas y regla del modus ponens del
calculo conectivo), pueden encontrarse dos clases W, F tales que

@) WUF=S,
) WNF = &,
6) TcWw,

(7) para cada a€S: (aeW y —1acF) o (aeF y —14eW),
y (8) para cada a, beS: a—beF si y solo si (aeW y beF).

La prueba se lleva a cabo construyendo W por induccién
sobre los ordinales y definiendo F como S—W. Evidentemente,
s1 S es un conjunto de sentencias y —1, — son la negacion y el
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condicional, entonces W y F son los conjuntos de las sentencias
verdaderas y falsas de S, respectivamente. Pero para cualquier
sistema (aunque no tenga nada que ver con sentencias) que
cumpla (1) a (3) existen (y se pueden encontrar) dos subconjuntos
W y F de su ambito S que cumplen (4) a (8).

La ponencia fue publicada bajo el titulo Eine Eigenschaft der
Realisierungen des Aussagenkalkiils (Una propiedad de los mode-
los del calculo conectivo) en Ergebnisse eines mathematischen
Kolloquiums (ed. por Karl Menger), nim. 2 (1930-31), pags. 20-
21.

M.



UNA PROPIEDAD DE LOS MODELOS
DEL CALCULO CONECTIVO

Como respuesta a una pregunta que Menger me plante6d por
carta se puede probar el siguiente teorema:

Esté dado un conjunto cualquiera S de cosas p, g, #, ---, en el
que estén definidas una operacion monaria =1 y una operacion
binaria —. Sea ademas T un subconjunto propio de S, que
cumpla las siguientes condiciones:

1. Sip, g, r son cosas cualesquiera de S, siempre pertenecen
a T las siguientes tres cosas:

a (Mp—p)-p
b) p-(-1p—9)
o (p=qg-{g—r)-(p-7)

II.  Si tanto p como p—» ¢ pertenecen a 7, entonces también
pertenece g a T.

Bajo estas condiciones siempre hay una particion de S en dos
clases dzs;untas S=WUF, donde T < W, tales que

a) de las dos cosas p y — p siempre pertenece exactamente
una a W y otra a F,
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b) la cosa p — q pertenece a F si y solo si p pertenece q W y
qakF.

Es decir, si esta dado un modelo cualquiera de los axiomas
del calculo conectivo, entonces podemos partir el conjunto de Jog
elementos («sentenciasy») en dos clases disjuntas, que se compor-
tan de exactamente el mismo modo como las clases de lag
sentencias verdaderas y falsas del calculo conectivo norma,

Esbozo de prueba: Imaginemos que S esta bien ordenado.
Asignemos entonces a cada nimero ordinal « una subclase T, de
S mediante las estipulaciones:

1. TO = T.
2. Si o es un numero limite, T, =ML<J T..

3. Si a es el primer elemento de S tal que ni @ ni —4
pertenecen a T,, entonces T,,, ={xeS/(a—x)eT,}. Si no
existe un tal a, entonces T, =T,.

Por induccion trasfinita se muestra:

A. Cada T, cumple los dos requisitos I y II que antes
establecimos para T.

B. T,<=Ty para a<p.
C. Xy T1X no pertenecen nunca ambos a T,.

Si v es el minimo nimero ordinal, tal que T,=T,
entonces W=T, y F=8—T, poseen las propiedades requeridas.

Por ejemplo, B se muestra del siguiente modo: Puesto que
por hipotesis inductiva A se cumple para T,, para cualquier xeS
vale x —(a—>x)eT, y por tanto de xeT, se sigue a—xeT,, es
decir, xe€T, 4y, y por tanto T, =T, . Que la condicién (b) se
cumple para W =T, se sigue de que, por A, vale: x—(y—-x)eT,,
"y (y—=>x)eT,, 1x—>(y—>1(y—>x)eT, para cualesquiera x,
yes.



Introduccién a:
Sobre los axiomas de Parry

En la 332 sesion del coloquio matematico de Menger,
celebrada el 7 de noviembre de 1931, el americano William T.
Parry presentod un calculo proposicional o conectivo no estandar
del tipo ahora llamado de logica relevante y que él llamaba de
«implicacion analitica». La diferencia esencial con la logica
clasica consiste en que se eliminan los condicionales en que el
consiguiente contiene letras proposicionales no presentes en el
antecedente. Godel sugiere que se busque una prueba de suficien-
cia o completud para tal calculo.

En la discusion se planted la pregunta de cuantos valores de
verdad hacen falta para dar una interpretacion veritativo-funcio-
nal del calculo proposicional intuicionista de Heyting. En ese
momento Gddel no sabia si haria falta un namero finito o infinito
de valores veritativos. Unos meses mas tarde descubrié que
ningun nimero finito basta para obtener tal interpretacion y lo
expuso en Godel [1932].

Este breve comentario de Goédel aparecié sin titulo en
Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums, nim. 4 (1931-1932),
pag. 6, publicado en 1933.

J. M.
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SOBRE LOS AXIOMAS
DE PARRY

Quizas se puede interpretar «p implica ¢ analiticamente» del
siguiente modo: «g es deducible a partir de p y de los axiomas
loégicos, y g no contiene otros conceptos que no estén en p».
Después de precisar mas esta definicion, habria que tratar de
obtener una prueba de que los axiomas de Parry son suficientes
‘en el sentido de que son deducibles de ellos todas las sentencias
validas bajo la interpretacion de — antes indicada.

Durante la discusion se planted la pregunta de cuantos
valores veritativos distintos hay en el célculo conectivo de
Heyting, es decir, cudntas funciones no equivalentes de una
variable. (Por ejemplo, PV —p no es equivalente a p, ni a —p, ni
a — —p). Hasta ahora ni siquiera se sabe si hay un nimero finito
o infinito.
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Introduccion a:
Sobre pruebas de independencia
en el calculo conectivo

Desde Peirce se habian usado las matrices o tablas de verdad
como procedimiento de decision para la 16gica conectiva clasica.
En 1920 Lukasiewicz habia usado las matrices veritativas para
introducir la loégica trivalente. Por el mismo procedimiento
introdujo en 1922 las logicas n-valentes (para cualquier neN) y
No-valentes. En 1926 Bernays utilizd las matrices trivalentes
para probar la independencia mutua de los axiomas conectivos
de Principia Mathematica (excepto uno), asi como la de otros
sistemas de axiomas conectivos por €l construidos. En 1930
Lukasiewicz y Tarski publicaron un articulo en el que se
presentaba y estudiaba el método de las matrices para logicas
conectivas de un modo general. En cada matriz distinguian el
conjunto de todos los valores veritativos y un subconjunto suyo,
el de los valores sefialados —en la 16gica usual el primer conjunto
es {0, 1}, el segundo es {1}-. El método de probar la independen-
cia de formulas conectivas mediante matrices consiste precisa-
mente en encontrar una matriz y una asignacion de valores
veritativos a las variables que concedan un (o el) valor sefialado
a unas férmulas y un (o el) valor no sefialado a otra, con lo que
queda probada la independencia de la ultima respecto a las
primeras.
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En el coloquio matematico de Viena H. Hahn habia plantea-
do la pregunta de si era posible llevar a cabo cada prueba de
independencia de formulas conectivas con ayuda de matrices
finitas (es decir, de matrices con un numero finito de valores
veritativos). El 2 de diciembre de 1931 Godel dio respuesta a esa
pregunta, probando que ello no es posible y ofreciendo un
contragjemplo. La independencia de la formula p— — —1p res-
pecto a otras tres formulas indicadas por Godel puede ser
probada mediante una matriz con infinitos valores veritativos,
pero no mediante una matriz con un namero finito de valores
veritativos. Obsérvese que mediante «1"p» Godel designa la
féormula =171 1., (n veces) ... T1TIp.

La ponencia aparecid bajo el titulo Uber unabhingigkeitsbe-
weise im Aussagenkalkiil (Sobre pruebas de independencia en el
calculo conectivo) en Ergebnisse eines mathematischen Kollo-
quiums, ed. por K. Menger, num. 4 (1931-32), pags. 9-10.

.M.



SOBRE PRUEBAS DE INDEPENDENCIA
EN EL CALCULO CONECTIVO

(Es posible realizar cada prueba de independencia en el
calculo conectivo con ayuda de modelos (matrices') finitos? Esta
cuestion, planteada por Hahn, debe ser negada. Por ejemplo, la
sentencia p— =1 —1p es independiente de los siguientes axiomas:

1) p-p
2) (p>171g)—>(p—9q)
3) (p->1T1g)-(p—9)

con las reglas de sustitucion y modus ponens como reglas de
inferencia.

Esto se muestra mediante la siguiente matriz infinita: los
elementos sean los numeros naturales; elemento seflalado sea el
0; p=p+1; p~q=0 para p>q; p>q=1 para p<q.

Por otro lado vale: cada matriz normal finita que satisface 1),
2), 3) satisface también p— —1—1p. Prueba:

Sea A el conjunto finito de los elementos (y sea A* = A4 el
conjunto de los elementos sefialados) de una matriz normal que

! Sobre la nocion de matriz logica, véase Lukasiewicz y Tarski [1930]:
Untersuchungen iiber den Aussagenkalkiil.
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satisfaga 1), 2), 3), es decir, estén definidas — y — como
operaciones en A de acuerdo con las siguientes condiciones:

a) Para cualquiera p, ge A los axiomas 1), 2), 3) generan
siempre elementos de A *.

b) De acA* y a—beA* siempre se sigue que beAd *.

Hay que mostrar que entonces también p— —1 1 peAd * para
cada peA. Puesto que A soélo contiene un nimero finito de
elementos tiene que haber dos numeros k, n, tales que —° p
==? p y k<n. Por 1) ocurre entonces

2" p— 2" ped *

Por 3) vale

((“12"1M —Iz"p)—>(“12k P> phear

y por tanto, —?2 p—» —?2 peA *. Por (apllcacmn repetida de
esta 1nferenc1a resulta finalmente p— —? peA*. Si a esto
aplicamos (n-k-1) veces 2), se sigue p— 71 1peA *, que es lo que
queriamos probar. En los anteriores axiomas podiamos haber
escrito =1 en vez de 7171 en todas partes. Pero el sistema 10gico
definido por los axiomas 1), ) 3) ya no seria un subsistema de la
16gica usual (sin embargo seria consistente en el sentido de que
no habria ninguna foérmula ¢, tal que tanto ¢ como ¢
pudieran ser deducibles en él.)

Para cada conjunto M de formulas conectivas clausurado
respecto a la regla de sustitucion hay un minimo numero
cardinal m (<N,), tal que hay modelos con m elementos, pero no
con menos de m. Por modelo entendemos aqui una matriz que
satisface todas y solas las formulas de M. Para el conjunto de las
formulas deducibles de los axiomas antes indicados ese numero
cs No; ¥ lo mismo vale para el calculo conectivo de Heyting, por
ejemplo®. Los conjuntos de férmulas para los que m=2 son
isomorfos con los subsistemas del calculo conectivo usual que
contienen todas y solas las tautologias que son expresables
empleando unicamente ciertas nociones (por ejemplo, s6lo —).

* Véase Godel [1932b]: Eine Interpretation des intuitionistischen Aussagen-
kulkiils [| traducido ¢n pag. 113 del presente libro]].



Introduccion a:

Sobre la inmersibilidad isométrica
de cuddruplos de puntos de R3
en la superficie de una esfera

El matematico Karl Menger estaba embarcado en un progra-
ma de reforma de la geometria diferencial y proyectiva, liberando-
la de la complicada maquinaria conceptual de las coordenadas,
las parametrizaciones y las condiciones de diferenciabilidad.
Gobdel habia sido alumno suyo y tomaba parte activa en el
coloquio matematico que Menger dirigia en Viena, y en el que las
cuestiones geomeétricas despertaban gran interés. Menger pensaba
que la simplificacion de la geometria diferencial pasaba por el
estudio de los n-tuplos de puntos en espacios métricos compactos
y convexos y por la definicion de las correspondientes nociones de
curvatura. Cada triplo de puntos de tales espacios es isométrico a
un triplo de puntos en el plano euklideo, y su curvatura puede ser
definida como el reciproco del radio del circulo circunscrito a
estos ultimos. Para cuadruplos de puntos el asunto es mas
complicado, pues no siempre existen cuadruplos isométricos a
ellos en el espacio euklideo, e incluso cuando existen el reciproco
del radio de la correspondiente esfera inscrita es irrelevante para
definir la curvatura.

Durante el 37 coloquio (del 2 de diciembre de 1931) Laura
Klanfer habia planteado una pregunta al respecto, a la que Godel
dio respuesta en el 42 coloquio (celebrado el 18 de febrero de
1932). Godel usé el reciproco del radio de la esfera inscrita para
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probar que, si existen cuatro puntos no-coplanarios del espacio
euklideo tridimensional isométricos a un cuadruplo métrico dado,
entonces ese cuadruplo métrico es isométrico (bajo la métrica
geodésica) a cuatro puntos de la superficie de una esfera.

La comunicacion aparecié bajo el titulo Uber die metrische
Einbettbarkeit der Quadrupel des R® in Kugelfliichen (Sobre la
inmersibilidad isométrica de cuadruplos de puntos de R* en la
superficiec de una esfera), en Ergebnisse eines mathematischen
Kolloquiums, nam. 4 (1931-1932), pags. 16-17, publicado en 1933.

J. M.



SOBRE LA INMERSIBILIDAD
ISOMETRICA DE CUADRUPLOS
DE PUNTOS DE R?® EN LA
SUPERFICIE DE UNA ESFERA

En respuesta a una pregunta planteada en el 37 coloquio, lo
siguiente vale: Un cuddruplo de puntos de un espacio métrico que
sea congruente con cuatro puntos de R3, si no es congruente con
cuatro puntos del plano, es congruente con cuatro puntos de la
superficie de una esfera, en la cual la distancia entre dos puntos
cualesquiera se define como la longitud del arco mds corto que los
une. Para probarlo, sea T un teatraedro (del que suponemos que
no estd en el plano) en R cuyas seis aristas tienen longitudes
ai, az, ..., dg, que son iguales a las distancias entre los cuatro
puntos dados. Sea R el radio de la esfera circunscrita a 7. Esta-
blecemos

a;x
Aix=— SIn ——,;
~ X

2 2
por consiguiente, a;, es la longitud de la cuerda de un arco

. , .1
circular de longitud a; sobre un circulo de radio —; para x=0 el
X

limite de a;, es a;.. Denotemos con 7T(x) un (posiblemente plano)
tetraedro en R, cuyas seis aristas son de longitud a;,, en caso de
que exista. Sea T(0)=T. Al reciproco del radio de la esfera
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circunscrita a T(x) lo llamamos f{(x); por tanto, f(0)= % y, si T(x)

estd en un plano, entonces f(x)=0. Afirmacion intermedia: Si a es
el mayor de los seis nimeros a;, entonces en el intervalo abierto

(O, -Z—) existe un numero x, tal que f(x)=x. Esbozo de prueba: Sea

x el maximo nimero positivo < —, tal que para cada x del

|3

intervalo cerrado [0, X] el tetraedro T{x) existe. (La existencia de
tal X se sigue por la continuidad). f(x) es una funcioén continua en

. AR . _ m i
el intervalo [0, X]. Si, en primer lugar, X= 2 entonces T(—a~>

. . . . . 2a
existe y la mayor arista de este teatraedro tiene la longitud - de

) ) i a 7 T
modo que el radio de la esfera circunscrita es > —, y f (—) < —.
T a a

1
Puesto que, por el otro lado, f(0)=§ >0, para algin valor

. o . ..o
intermedio tiene que valer f(x)=x. Si, en segundo lugar, X < P

entonces T(X) tiene que estar en un plano, pues, si no, para cada x
suficientemente poco alejado de X existiria I{x), en contra de la
definicion de X; por tanto, 0=f(x)<X, de donde, junto con

f(0)>0, se desprende la existencia de un x < % con f(x)=x, con lo

cual queda probada la afirmacion intermedia. Para el numero x
determinado por la condicién f(x)=x, el teatraedro T(x) tiene

. . . . .1
aristas de longitud a;, y una esfera circunscrita de radio —. Por
X

T L.
tanto, y puesto que x< —, los vértices de T(x) en la esfera

1
circunscrita estdn separados por longitudes de arco a;, de modo
que sobre esta esfera existe un cuadruplo de puntos congruente
con los cuatro puntos dados.



Introduccién a:

Sobre la axiomatizacion
del concepto de estar
entre por Wald

Como la anterior, esta comunicacion fue presentada por
Godel en la 42 sesidon del coloquio matematico de Menger
(celebrada en Viena el 18 de febrero de 1932). Menger habia
introducido una definicion métrica del concepto de estar entre
(seglin la cual el punto b esta entre a y ¢ si'y so6lo si la suma de las
distancias ab y bc es igual a la distancia ac). Abraham Wald habia
axiomatizado esta relacion mediante seis postulados. A su vez,
Godel indicd en la comunicacion aqui comentada cémo la
axiomatizacion de Wald, adecuadamente reformulada, resulta ser
un teorema sobre triplos de numeros reales. Para ello asigna a
cada triplo de puntos a, b, ¢ de un espacio métrico dado el triplo
de niimeros reales correspondientes a sus distancias ab, bc, ac.

El'teorema dice que el punto b esta entre a y ¢ en el sentido de
Menger si y solo si el triplo de naumeros reales <ab, bc, ac> esta
en la parte del plano x + y=z para la cual tanto x, como y, como
z, como (x+y—2z) (Xx—y+2z) (—x+y+z) son numeros reales no
negativos.

La comunicacién aparecié bajo el titulo Uber die Waldscne
Axiomatik des Zwischenbegriffes (Sobre la axiomatizacion del
concepto de estar entre por Wald) en Ergebnisse eines mathematis-
chen Kolloquiums, nim. 4 (1931-1932), pags. 17-18, publicado en
1933. .

J M.
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SOBRE LA AXIOMATIZACION
DEL CONCEPTO DE ESTAR ENTRE
POR WALD

En su axiomatizacion del concepto de estar entre, Wald [1931
y 1932] prueba que tres puntos a, b, ¢ estan en una relacion
definida para todos los triplos de puntos de todos los espacios
métricos y que satisface ciertas condiciones si y solo si la relacion
ab+bc =ac vale para las distancias entre ellos, es decir, si b esta
entre a y ¢ en el sentido de Menger. Entre las condiciones
impuestas a la relacién se encuentra la de invariancia bajo
congruencia, es decir, si tres puntos q, b, ¢ estan en dicha relacion,
entonces cualesquiera tres puntos a’, b, ¢’ congruentes con ellos
han de estar también entre si en esa relacion. Puesto que la
totalidad de todos los triplos congruentes con el triplo de puntos
a, b, ¢ estd caracterizada por las tres distancias ab, bc, ac, la
axiomatizacion por Wald del concepto de estar entre se puede
expresar como un teorema sobre triplos de numeros reales, con
otras palabras, sobre el espacio cartesiano tridimensional. Obte-
nemos ese teorema, asignando a cada triplo métrico de puntos a,
b, ¢ el punto

(+) x=ab, y=bc, z=ac

de R?, Puesto que la desigualdad del triangulo vale para a, b, ¢ y
121
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puesto que las distancias son no negativas, s6lo aparecen puntos
de R? para los que valen las desigualdades

(*) x>0, .V>Oa Z>09 (x+y'—Z) (x—y+z)(—-x+y+z)>0

b esta entre a y ¢ si y solo si el punto x, y, z asignado al triplo a, b,
¢ estd en la parte del plano x+ y=z contenida en el subespacio
(*). A la axiomatizacion de Wald corresponde, pues, el siguiente
teorema:

Sea M un subconjunto del subespacio (*) de R*® con las
siguientes propiedades:

1. Siel punto x, y, z esta en M, también lo esta el punto y, x,
Z.

2. Siel punto x, y, z esta en M, entonces el punto z, y, X no
esta en M.

3. Silos puntos u, v, w y w, X, y estan en M, entonces para
cada z, si los puntos u, z, y y v, X, z estan en el subespacio (*),
entonces estan también en M.

4. Para cada Z>0 existe al menos un punto x, y, Z en M.

5. Para cada Z>0, el conjunto que consta de los puntos 0, Z,
ZyZ 0,Zy de todos los puntos x, y, Z de M es cerrado.

Entonces M es la parte del plano x+y=z que satisface las
desigualdades (*).

Este teorema nos sugiere considerar para espacios métricos en
ge3neral la aplicacion definida por (+) de sus triplos de puntos en
R°.



Introduccion a:

Sobre la axiomatizacion

de las relaciones de conexion
en geometria elemental

En la 51 sesion del coloquio matematico de Menger (celebra-
da el 25 de mayo de 1932) hubo una discusion general sobre la
axiomatizacion de las relaciones de conexion en geometria
clemental. Menger trataba de dar una fundamentacion algebraica
a la geometria proyectiva, basindola en dos operaciones de union
¢ interseccion y una relacion binaria de inclusion o incidencia
entre elementos indefinidos. Los puntos, por ejemplo, quedaban
definidos como los elementos sin partes propias no vacias. Godel
observé que tales definiciones no podian ser formuladas en forma
normal sin cuantificadores existenciales. De hecho, por aquel
entonces se estaba fraguando la teoria de reticulos, sobre todo
desde el descubrimiento de que el reticulo de los subespacios
lineales de la geometria proyectiva no era distributivo y, por
tanto, que la distributividad no era una caracteristica de los
reticulos. La palabra alemana para reticulo (Verband) fue introdu-
cida en 1932 y la inglesa (lattice) en 1933, La sugerencia de Godel
de estudiar los principios formulables en forma normal sin
cuantificadores conduce a los reticulos modulares. Las geometrias
proyectivas son reticulos modulares complementados, y la com-
plementacién no puede formularse sin cuantificadores existencia-
les en forma normal.

La observacion de Godel aparecio bajo el titulo Zur Axioma-
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tik der elementargeometrischen Verkniipfungsrelationen (Sobre la
axiomatizacion de las relaciones de conexion en geometria elemen-
tal), en Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums, num. 4
(1931-32), pag. 34, publicado en 1933.

J. M.



SOBRE LA AXIOMATIZACION
DE LAS RELACIONES DE CONEXION
EN GEOMETRIA ELEMENTAL

Habria que investigar el sistema de todas las sentencias sobre
reticulos que en su forma normal carecen de cuantificadores
existenciales. Los conceptos de punto y linea recta, que son
definibles usando cuantificadores existenciales (por ejemplo, un
punto es un elemento para el que no existe un elemento no-vacio
que sea parte propia de él), son indefinibles en este sistema mas
restringido. Investigaciones en esta direccion se encuentran ya en
Wernick [1929].
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Introduccion a:
Sobre la teoria de numeros
y la aritmética intuicionista

La logica y la aritmética intuicionistas surgieron en parte
como reaccion a la presunta amplitud y peligrosidad excesivas
de la logica y la aritmética clasicas. La logica y la aritmética
intuicionistas serian mas reducidas, mas exigentes, mas estrictas
y, por ello, menos peligrosas. Con la logica y aritmética clasicas
quiza uno podria perderse y caer en contradicciones; con las
intuicionistas eso estaba excluido. Y, en efecto, si procedemos a
la traduccion directa de los conectores intuicionistas —, A, V, o,
por los conectores clasicos 71, A, V, —, y a la identificacion de
los cuantificadores y signos aritméticos de ambas ldgicas y
aritméticas, resulta que cada férmula intuicionistamente valida
se convierte en una férmula clasicamente valida, pero no a la
inversa. La légica y la aritmética intuicionista resultan asi ser
mas reducidas que las clasicas, y el conjunto de las férmulas
validas intuicionistas (traducidas) resulta ser un subconjunto
propio del de las formulas validas clasicas, como era de esperar.
De todos modos la traduccion antes indicada no es la tnica
traduccidn posible. Si uno adopta otras, hechos inversos y
sorprendentes salen a la luz.

Adoptando ciertas traducciones alternativas, ya Kolmogorov
en 1925 y Glivenko en 1929 habian probado que de algiin modo
la logica conectiva intuicionista incluye la clasica. Las considera-
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ciones de Kolmogorov se publicaron en ruso y no fueron
divulgadas en otras lenguas hasta mucho mas tarde, cuando ya
habian sido superadas por los resultados mas precisos de Godel,
que si conocia, sin embargo, el trabajo de Glivenko, del que hizo
uso.

En una ponencia presentada el 28 de junio de 1932 ante el
coloquio matematico de Viena, Godel mostrd que si ¢ es una
formula conectiva clasicamente valida construida con los solos
conectores 1 y A, entonces la traduccion directa (es decir, —
por — y A por A) de ¢ es una formula intuicionistamente valida.
Y puesto que los demas conectores clasicos (V, = , <) son
definibles en funcién de —1 y A, resulta que el conjunto de las
formulas validas de la l6gica conectiva clasica (asi reescritas y
traducidas) es un subconjunto del conjunto de las férmulas
validas de la logica conectiva intuicionista. Pero en la citada
ponencia Gddel hizo mas que eso. Probo ademas el sorprenden-
te resultado de que la totalidad de la aritmética formal clasica
(que incluye la logica clasica de primer orden) puede incluirse en
la aritmética intuicionista, adaptando la siguiente traduccion:
donde la aritmética formal clasica escribe —1, A, ¥V, en la
traduccion escribimos también —, A, V. Donde la aritmética
formal clasica escribe @V ¥, ¢—, Ix ¢ en la traduccion
escribimos —(— @A —y), —(@A—y) y —Vx — @, respectivamen-
te. Los signos aritméticos se mantienen. Para desarrollar su
prueba de un modo preciso, Godel toma dos sistemas formales
concretos y explicitos: el sistema formal de aritmética clasica de
Herbrand y el sistema formal de aritmética intuicionista de
Heyting (con ciertas ampliaciones intuicionistamente aceptables).
A continuacion, para cada férmula ¢ de la aritmética clasica
construye Godel su traduccion ¢’ en la aritmética intuicionista, y
demuestra que si ¢ es deducible en la aritmética formal clasica
(de Herbrand), entonces ¢’ es deducible en la aritmética formal
intuicionista (de Heyting). De ahi resulta que todas las afirma-
ciones de la aritmética clasica son también (aunque bajo otro
disfraz o interpretacion) afirmaciones de la aritmética intuicio-
nista. Este resultado fue todavia simplificado en 1936 por
(ientzen, que probd lo mismo, pero sin necesidad de parafrasear
¢ -+ ) por —(pA—y), es decir, traduciendo también directamen-

lc p— i por o>,
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La demostracion de que todo teorema de la aritmética
clasica (traducido) es también un teorema de la aritmética
intuicionista proporciona de pasada una prueba de consistencia
relativa de la aritmética (v de la logica) clasica respecto a la
intuicionista. Cualquier contradiccion de la aritmética clasica
seria trasladable a la intuicionista. Si la primera fuese contradic-
toria, también lo seria la segunda. Por tanto, si estamos seguros
de que la aritmética intuicionista es consistente, también pode-
mos estarlo de que 1o es la clasica. A pesar de las apariencias, no
hay diferencia de amplitud ni de riesgo entre ambas.

La ponencia de Gd&del aparecio bajo el titulo Zur intuitio-
nistischen Arithmetik und Zahlenthorie (Sobre la teoria de los
nimeros y la aritmética intuicionista) en Ergebnisse eines
mathematischen Kollogquiums, nam. 4 (1931-1932, publicado en
1933), pags. 34-38. Hay traduccion inglesa de Martin Davis en
Davis [1965], pags. 75-81.

J.M.



SOBRE LA TEORIA DE NUMEROS
Y LA ARITMETICA INTUICIONISTA

Si a las nociones primitivas de la logica conectiva de
Heyting' hacemos corresponder las homénimas de la logica
clasica y al «absurdo» (—), la negacion (1), entonces el calculo
conectivo intuicionista H aparece como un subsistema propio
del calculo usual A. Pero si establecemos otra correspondencia
(o traduccion) de las nociones, ocurre lo contrario: el cdlculo
conectivo clasico es un subsistema del intuicionista. Pues toda
formula construida s6lo de conyunciones (A) y negaciones (—) y
correspondiente a una formula valida en 4 es también deduci-
ble en H. En efecto, cada tal férmula debe tener la forma — ¢, A
—@,A ... A—gp,, ysiesvalida en 4, entonces también lo es cada
~— ;; entonces, segun Glivenko?, — ¢, es también deducible en H
y, por tanto, también la conyuncion de los —¢;. De aqui se sigue
que, si traducimos las nociones clasicas

Tp,p—~a PV pAQ
por las siguientes nociones intuicionista
—p, —(PA—q), —(—pA—q). pAq,

! Heyting [1930]: Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik (citado
on lo que sigue como H)).
* Glivenko [19297]: Sur quelques points de la logique de M. Brouwer.
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entonces cada formula clasicamente valida es también valida
en H.

La finalidad de la presente investigacion consiste en probar
que algo analogo ocurre con la totalidad de la aritmética y lu
teoria de numeros, tal como estd dada, por ejemplo, por los
axiomas de Herbrand?# También aqui es posible ofrecer una
interpretacion de las nociones clisicas en términos de las
intuicionistas, de tal modo que todos los axiomas cldasicos se
convierten en sentencias deducibles del sistema intuicionista.

Tomamos como signos primitivos del sistema de Herbrand:

Los conectores: —1, —, V,
Variables numéricas: x, y, z, -

El cuantificador universal: V.

ISANEE N o B S

0Oy +1.

6. El conjunto infinito numerable de signos funtoriales o
introducidos de acuerdo con el grupo de axiomas C, a cada uno
de los cuales esta asociado un numero natural n; (el numero de
argumentos de f;).

A fin de precisar como hemos de construir las formulas a
partir de esos signos primitivos, definimos previamente la nocién
de término numérico mediante la siguiente definicién recursiva:

1. 0y todas las variables x, y, ..., son términos numericos.
2. Si t es un término numeérico, también lo es 7 + 1.

3. Sity, 15 - Ty, sON términos numéricos, también lo es
ﬁ(rla 7:25 A Tni .

Por una formula elemental entendemos expresiones de la
forma t, =1,, donde t; y 1, son términos numéricos. Férmulas
de la teoria de numeros —llamadas en lo que sigue formulas
numéricas— son o bien formulas elementales o expresiones

3 Herbrand [1931]: Sur la no-contradiction de Parithmétique.
* El resultado obtenido por Glivenko en el trabajo citado para el célculo
conectivo no puede ser extendido a la teoria de niimeros.



Sobre la teoria de nimeros y la aritmética intuicionista 131

construidas a partir de las féormulas elementales usando los
conectores y el cuantificador universal V.

A los grupos A-D de axiomas de Herbrand afiadimos los
grupos E-G de axiomas légicos (que Herbrand no introdujo
explicitamente):

E. Cada expresion que resulta de sustituir las variables
sentenciales por formulas numéricas en una formula valida (es
decir, una tautologia) de la logica conectiva es un axioma.

F. Todas las formulas de la forma Vx ¢(x) — ¢(t), donde ¢(x)
es una férmula numérica cualquiera y t s un término numérico,
son axiomas (con la restriccion obvia de que las variables que
aparezcan en T no pueden estar ligadas en ¢(x)).

G. Todas las formulas de la forma x=y-»(p(x)—@(y))
(donde ¢ (x) es una férmula numérica cualquiera) son axiomas.

Tomamos como reglas de inferencia:
I. A partir de « y «— f puede inferirse f.

II. A partir de « — f§ puede inferirse o — Vx f§, si x no aparece
libre en o.

En F, G y regla II x, y denotan variables cualesquiera.

A diferencia del sistema de Herbrand, el de Heyting® carece
de variables numéricas y posee sélo variables x, y, ..., para
individuos cualesquiera. Esto conlleva ciertas complicaciones
que vamos a evitar introduciendo variables x’, y/, z/, ..., para
numeros naturales en el sistema de Heyting. Asi, la féormula
Vx'@(x’) serd equivalente a Vx(xeN > ¢(x)), y una féormula o(x,
Y, ), en que las variables x', ), ..., aparecen libres, sera
equivalente a x, y, ..., €N > a(x, y, ---)°% Asi, cada sentencia que
contenga variables de esta nueva especie es equivalente a otra
que solo contiene variables normales. Usando las reglas de
traduccion indicadas puede mostrarse formalmente que practica-
mente todos los teoremas de H,, §5, §6 siguen siendo validos.

% Heyting [1930a]: Die formalen Regeln der intuitionistichen Mathematik
(¢itado en lo que sigue como H,).

3¢ Estd claro como Ix’ podria ser definido; pero no lo vamos a usar en lo que
sgue.
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En especial esto ocurre con todos los teoremas que son usados
en lo que sigue: H, 54, 5.5, 5.8, 6.26, 6.3, 6.4, 6.78, donde, sin
embargo, en 5.4 es necesario reemplazar p = p por p'’eN. En los
teoremas de H,, §10, las hipdtesis peN, geN, etc., pueden ser
eliminadas al introducir variables numéricas.

La definicion de funciones numéricas por recursion es intui-
cionistamente aceptable (véase H,, 10.03, 10.04). Entonces las
funciones f; (grupo C de axiomas) aparecen también en la
matemadtica intuicionista y nosotros afiadimos sus férmulas
definitorias a los axiomas de Heyting. También afiadimos las
formulas del grupo D, que obviamente son intuicionistamente
validas. Llamamos H’' al sistema de Heyting asi extendido.
Ahora asignamos a cada férmula numérica ¢ una formula ¢’ de
H’ (su «traduccion») de acuerdo con las siguientes estipulacio-
nes: las variables x, y, ..., deben ser traducidas como x', ¥, ...;
cada f;, por el signo homonimo f; de H'; = por =; 0 por 15 +1
por seq; los conectores logicos, como indicamos anteriormente.
Vx¢ sera traducido por Vx'¢’, donde ¢’ es la traduccion de ¢.
Una formula que es la traduccion de una féormula numérica sera
llamada una formula H —numérica.

Hemos de probar:

Teorema I: Si la formula ¢ es deducible en el sistema de
Herbrand, entonces su traduccion ¢’ es deducible en H'.

Lema 1: Para cada formula H'-numérica ¢’
(1 - —¢'>9
es deducible en H'.

Prueba por induccion completa:

®) (1) vale en el caso de que ¢ sea una formula elemental,
pues para términos numéricos t tenemos 7€ N, como puede
mostrarse de modo andlogo a H, 10.4. Por tanto, por H, 10.25
para féormulas elementales tenemos ¢'V—¢’, de donde obtene-
mos (1) por H, 4.45.

® En el sistema de Heyting la serie numérica empieza por I.
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p) Si (1) vale para dos féormulas H'-numéricas ¢’ y /,
entonces también vale para ¢'Ay’. Pues, por H, 4.61, tenemos
— —('AY)> — — @A — — /' y por tanto, por la hipodtesis
inductiva y por H; 2.23:

— — (@' AY) = 0'AY.
y) Si (1) vale para ¢', entonces también vale para —¢'.
Porque, en general, tenemos — — — ¢’ > — ¢’ (por H; 4.32).

o) Si (1) vale para ¢’, entonces también vale para Vx'¢'.
Prueba: Por hipotesis inductiva, vale — —¢’ = ¢'. Por tanto y
por H, 58,Vx'(— —¢' o ¢'), y por H, 64,Vx' — — ¢'2Vx" ¢
Por H, 6.78, tenemos ademas — —Vx' ¢'2Vx'— —¢’ y de las
dos ultimas féormulas obtenemos — —Vx' ¢'>Vx' ¢, q.e.d.

El lema 1 se sigue de o) — d), pues cada formula H'-numérica
se construye a partir de férmulas elementales mediante las
operaciones A, —, V.

Lema 2: Para cualesquiera formulas H'-numéricas @', '
('=y)> = —(¢"A=Y)

vale en el sistema H'.
Prueba: Por H; 4.9, tenemos

(2) (@' oY) —(p'A—V);

ademas tenemos —(¢'A— Y )>(¢'> — — ') por Hy 452, y,
puesto que ¥ es una formula H'-numérica, del lema 1 se sigue
que — (@' A — ') > (¢’ o ¥'), lo que, junto con (2), proporciona el
resultado deseado. '

Ahora probamos: la traduccidon ¢’ de cada axioma ¢ del
sistema de Herbrand es deducible en H'.

1) Las traducciones de los axiomas del grupo 4 son
sentencias equivalentes, por el lema 2, a H,10.2, 10.22, 10.221,
10.24, 10.26.
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2) La traduccion de un axioma del grupo B tiene la forma:
3) —(p()AVX' — (p(x)A — ¢(seq x)A —Vx'(x"))
y esto se sigue por el lema 2 de

) p(DAVX'(¢(X) > ¢(seq X)) = VX' p(x')

porque basta con reemplazar ¢ >y cada vez por —(@A —y).
Pero (4) es precisamente H, 10.14 en nuestra notacion.

3) Los axiomas de los grupos C y D fueron afiadidos
directamente al sistema de Heyting. Los del grupo E se siguen de
lo que hemos probado anteriormente sobre el calculo conectivo
de Heyting; los de F se obtienen inmediatamente de H, 6.3 y 5.4,
usando el lema 2, y los de G se obtienen del mismo modo de H,
6.26 y 10.01.

Nos queda por demostrar que la aplicacion de las reglas de
inferencia I, Il a formulas cuyas traducciones en H' son
deducibles produce féormulas para las que ocurre lo mismo. Para
la regla I esto significa: si ¢’ y (p—y) son deducibles en H’,
entonces también lo es ', es decir, ¥ es inferible de ¢’ y —(¢'A
— /). Pero esto se obtiene inmediatamente del lema 2 y H; 1.3.
El resultado correspondiente para la regla II se obtiene del
mismo modo de H, 5.5 y el lema 2.

El teorema I, cuya prueba acabamos de completar, muestra
que la teoria de numeros y la aritmética intuicionista sélo
aparentemente son mds reducidas que las versiones cldsicas, y de
hecho contienen la teoria de numeros y la aritmética cldsicas
(aunque con una interpretacion algo distinta de la usual). La razén
de ello estriba en el hecho de que la prohibicion intuicionista de
negar sentencias universales para formar sentencias existenciales
pierde su eficacia al permitir que el predicado de absurdo sea
aplicado a sentencias universales, lo que formalmente conduce a
exactamente las mismas sentencias admitidas en la matematica
clasica. El intuicionismo so6lo parece dar lugar a restricciones
genuinas en el analisis y la teoria de conjuntos, y esas restriccio-
nes no son resultado de negar el tertium non datur, sino mas bien
de la prohibicion de conceptos impredicativos. Desde luego, las
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consideraciones precedentes suministran una prueba de consis-
tencia para la teoria de numeros y la aritmética cldsicas. Sin
embargo, esta prueba no es «finitaria» en el sentido dado a esta
palabra por Herbrand’, siguiendo a Hilbert.

" Herbrand [1930a]: Les bases de la logique hilbertienne, y [19307: Recher-
ches sur la théorie de la démostration.



Introduccion a:
Una interpretacion
del cdlculo conectivo intuicionista

La légica intuicionista considera nociones conectivas (—, V,
A, o) distintas que las de la 16gica clasica (<1, V, A, —). En una
ponencia ante el coloquio matematico de Viena Godel mostrod
en 1932 que las nociones y formulas de la logica conectiva
intuicionista son traducibles en una cierta expansion de la logica
clasica, de tal modo que si una féormula ¢ es deducible en el
calculo intuicionista, entonces su traduccion ¢’ es deducible en el
calculo clasico expandido. Incluso conjeturé que pasase lo
mismo en la otra direccidon y que, por tanto, una férmula
intuicionista ¢ fuera deducible en el calculo intuicionista si y
solo si su correspondiente traduccion ¢’ fuera deducible en el
célculo clasico expandido. Desde entonces se ha probado! que la
conjetura de Godel era correcta.

La expansion de la logica clasica consiste en el afiadido de un
nuevo conector monario B, que puede interpretarse tanto
epistémica como modalmente (es decir, «Bp» puede leerse como
«p es demostrable» o como «p es necesario»), y de tres axiomas y
una regla de inferencia para B. Interpretando B modalmente, el
sistema expandido resulta asi ser el sistema de logica modal S4

! Véase Schiitte (1968), pags. 38 y 42.
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de C.I Lewis® Por tanto hay una inmersion de la logica
intuicionista en la logica modal S4 o, si se prefiere, en la
correspondiente logica epistémica.

La ponencia de Godel aparecio bajo el titulo Eine Interpreta-
tion des intuitionistischen Aussagenkalkiils (Una interpretacion
del calculo conectivo intuicionista) en Ergebnisse eines mathema-
tischen Kolloquiums (ed. por K. Menger), nim. 4 (1931-32), pags.
39-40. El texto original esta reproducido en la antologia de Berka
y Kreiser [1971], pags. 187-188.

J.M.

? Véase Lewis & Langford [1932].



UNA INTERPRETACION
DEL CALCULO CONECTIVO INTUICIONISTA

Podemos interpretar’ la 16gica conectiva de Heyting median-
te las nociones de la ldgica conectiva usual y la nocidén «p es
demostrable» (simbolizada por Bp), si aceptamos para esta
ultima el siguiente sistema axiomatico X:

1. Bp-p.
2. Bp—(B(p—q)— Bq)
3. Bp—BBp

Ademas hay que aceptar los axiomas y reglas de inferencia
del calculo clasico para los signos —1, —, A, V, asi como la
nueva regla de inferencia: A partir de ¢ puede inferirse Bo.

Los signos primitivos de Heyting han de ser traducidos del
siguiente modo:

—p : T1Bp
p>q : Bp—Bg
rVq : BpVBg
pAg : pAg

! Kolmogorov ha ofrecido una interpretacion algo diferente de la logica
intuicionista (véase Kolmogorov [1930]), aunque sin precisar del todo el
formalismo.
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El mismo resultado podriamos obtenerlo traduciendo — p por
B—1Bp y pAq por Bp A Bq. La traduccion de cualquier formula
valida del sistema de Heyting se 81gue de %, pero la traduccion
de pV —p, por €l contrario, no se sigue de Z, ni, en general, la de
ninguna férmula de la forma B¢ V By, a no ser que ya Bo o By
sea deducible de . Conjeturo que una formula cualquiera es
valida en el calculo de Heyting si y so6lo si su traduccion es
deducible a partir de X.

El sistema X es equivalente al sistema de implicacion estricta
de Lewis, si Bp se traduce por [Jp (véase Parry [1933]) y si el
sistema de Lewis se complementa con el siguiente axioma de
Becker?:

Op — OOp.

Hay que hacer notar que para el concepto «deducible en
determinado sistema formal X» no valen todas las formulas
deducibles en Z. Por ejemplo, nunca vale para ese concepto
B(Bp — p), es decir, eso no vale para ningun sistema X que
contenga la aritmética. Pues en caso contrario ocurriria, por
ejemplo, que B (0 #0)—>0+0 seria deducible en X, y por tanto
también —1 B (0+£0), es decir, la consistencia de X seria demostra-
ble en X.

* Véase Becker [1930]: Zur Logik der Modalitditen.



Introduccion a:
Observacion sobre aplicaciones
proyectivas

En el repetidas veces citado coloquio matematico dirigido
por Menger en Viena presentd Godel el 10 de noviembre de
1932 una pequefia comunicaciéon sobre geometria proyectiva, en
la que prueba que cada biyeccion del plano proyectivo real en si
mismo que transforma cada recta en otra recta es una colinea-
cién (o automorfismo del plano afin). La comunicacion aparecio
bajo el titulo Bemerkung iiber projektive Abbildungen (Ob-
servacion sobre aplicaciones proyectivas), en Ergebnisse eines
mathematischen Kolloquiuns, num. 5 (1932-1933), pag. 1.

J. M.
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OBSERVACION SOBRE APLICACIONES
PROYECTIVAS

Cada aplicacion biunivoca f del plano proyectivo real E en si
mismo, que transforma recta en recta, es una colineacion. Si para
cada conica del plano designamos como el correspondiente
entorno de la cénica el conjunto de todos los puntos p de E tales
que cada recta que contiene p tiene exactamente dos puntos en
comun con la conica, entonces el sistema K de todos los
entornos de conicas constituye una cubierta de E de finura
ilimitada’. Puesto que toda cénica puede ser generada por dos
haces de rectas que estén interrrelacionados por una correspon-
dencia proyectiva (es decir, mediante una cadena finita de
perspectivas), y puesto que haces de rectas interrelacionados
perspectivamente se transforman en cada aplicacion biunivoca
que transforma recta en recta en haces de rectas interrrelaciona-
dos perspectivamente, resulta que la aplicacion f aplica cada
conica a una conica. Ademas, debido a la biunivocidad de /'y a
la anterior definicion del entorno de una conica, cada entorno de
una conica se transforma por f en un entorno de una conica.
Segiin esto, K se transforma por f en'si mismo. Puesto que K es
una cubierta de E de finura ilimitada, f es una aplicacion
continua 'y, por tanto, por un teorema fundamental de la
geometria proyectiva, una colineacion.

' Asi se¢ llama segun Menger una familia de conjuntos abiertos, en la cual
para cada punto p del espacio y para cada entorno U de p existe un conjunto
ubierto incluido en U que contiene p.
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Introduccion a:
Discusion sobre geometria diferencial
sin coordenadas

En la 63 sesion del coloquio matematico de Menger (celebra-
do el 17 de mayo de 1933), K. Menger, A. Wald y K. Godel
presentaron una comunicacion conjunta, que de hecho es el inico
articulo escrito por Godel en colaboracion con otros autores.
Representa una contribucion al programa de Menger de simplifi-
car la geometria diferencial, eliminando la engorrosa necesidad de
coordenadas. Aqui se trata de precisar (sin referencia a coordena-
das) la afirmacion de que los espacios de Riemann se comportan
localmente como espacios euklideos. Los autores introducen para
ello los «determinantes de volumen» D(py, p2, p3, pa) de cuadru-
plos métricos de pi1, p2, p3, Pa, Y sugieren que la convergencia
fuerte hacia 0 de estos determinantes puede aclarar el comporta-
miento localmente euklideo de las superficies de Gauss.

La comunicacion de Menger, Wald y Gddel aparecio bajo el
titulo Diskussion iiber koordinatenlose Differentialgeometrie (Discu-
sion sobre geometria diferencial sin coordenadas), en Ergebnisse
eines mathematischen Kollogquiums, nim. 5 (1932-33), pags. 25-26.

J M.
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DISCUSION SOBRE GEOMETRIA
DIFERENCIAL SIN COORDENADAS

Para precisar, en el sentido del programa desarrollado por
Menger [1930, véase también 1932] para una geometria diferen-
cial sin coordenadas, el enunciado de que los espacios de
Riemann se comporten localmente como espacios euklideos (que
«la geometria euklidea vale para puntos infinitesimalmente
préximos de espacios de Riemann»), serian adecuados los deter-
minantes («determinantes de volumen») que sirven para caracteri-
zar la métrica de los espacios euklideos. Si para cuatro puntos p;,
P2, P3, Pa de un espacio métrico establecemos

0 1
1 (i)

D(Pla D2, D3, p4)= l

(ij=1,2,3,4)

donde p;p; denota la distancia entre p; y pj, entonces, de acuerdo
con Menger [1928, pag. 113, y 1931] el plano esta caracterizado
entre los espacios métricos por ser completo, convexo y convexo
hacia fuera y por el hecho de que, para cualesquiera cuatro de sus
puntos vale que D(pi, p2, p3, pa)=0. Para caracterizar las
superficies de Gauss habria que invocar en vez de esto el hecho de
que, para los cuadruplos de puntos que convergen hacia un
punto, el valor de D converge fuertemente (es decir, como ciertas
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potencias de las distancias) hacia 0. Si denotamos con S,(p1, p2, Ps,
p4) la forma de las potencias n-¢simas de las seis distancias p;pj,
vale el siguiente teorema: si F es una superficie en R® que esta
dada en representacion paramétrica mediante funciones dos veces
continuamente diferenciables x = x(u,v), y = y(u,v), z=2(u, v) y si el
punto po corresponde a los valores uo, vy de los paranetros para
a(x,)
o(u,v)
ce, entonces, si {p7}, {p3}, {3}, P&} (n=1, 2, ..., hasta el infinito)
son cuatro sucesiones cualesquiera de puntos de F convergentes
hacia po, vale la relacion

los cuales uno de los jacobianos, por ejemplo

, no desapare-

i D(p1, p3, p5, pi)
lm n n n n =
= S6(PY, D3, 5. %)



Introduccion a:
Sobre el problema de la decision
de la logica de primer orden

El problema de la decision de la logica de primer orden es
insoluble en general (desde 1936, en que lo probd Church,
sabemos que el conjunto de las formulas satisfacibles es indecidi-
ble), pero admite soluciones parciales, tanto positivas (descubri-
miento de clases decidibles de formulas satisfacibles y construc-
cion de algoritmos de decision para ellas) como negativas
(prueba de que ciertas clases de féormulas satisfacibles son
indecidibles). Las clases de foérmulas consideradas agrupan
formulas del mismo nivel de complejidad. Hay muchas maneras
de definir esa complejidad. Una de ellas estriba en limitarse a
féormulas prenexas (con lo cual no perdemos nada, pues toda
féormula es equivalente a una férmula prenexa) y dividirlas de
acuerdo con su prefijo (es decir, segun los cuantificadores con
que se inician).

Ya en 1930 se habia ocupado Godel del problema de la
decision de la logica de primer orden. En 1933 colvid a ocuparse
de €l con mayor profundidad, obteniendo dos resultados, uno
positivo y otro negativo.

El resultado positivo (teorema I) consiste en que cada
formula prenexa con sélo dos cuantificadores universales (y éstos
seguidos) en su prefijo, si es satisfacible (sobre un dominio
cualquiera, posiblemente infinito), ya es satisfacible también
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sobre un dominio finito de individuos. Ahora bien, el que una
formula sea satisfacible o no sobre un dominio finito determina-
do de individuos es siempre decidible (considerando cada una de
las posibilidades, pues s6lo hay un nimero finito de éstas). Por
tanto, el teorema I implica que la clase de todas las formulas
prenexas satisfacibles con solo dos cuantificadores universales
seguidos es decidible, es decir, que hay un procedimiento
automatico para decidir en un numero finito de pasos si
cualquier formula dada con sélo dos cuantificadores universales
seguidos es satisfacible o no (resultado ya anticipado por Godel
en 1930). Este resultado positivo queda probado para las
formulas de la logica pura (es decir, sin identidad) de primer
orden. Al final del articulo. Godel afirma que por el mismo
procedimiento puede probarse el teorema I para formulas con
identidad. Pero eso no es cierto. El teorema I so6lo puede ser
probado para férmulas con identidad por procedimientos com-
pletamente distintos. A Godel casi nunca le fallaba su seguro
instinto logico, pero en este caso le fallo. Para una clarificacion
de la situacion, véase Goldfarb [1980].

El resultado negativo (teorema III) consiste en probar que la
clase de todas las formulas prenexas con tres cuantificadores
universales seguidos y un nimero cualquiera de cuantificadores
existenciales constituye una clase de reduccion. Se dice que una
clase A de formulas puras de primer orden constituye una clase
de reduccion si y solo si para cada férmula ¢ de la l6gica pura de
primer orden se puede encontrar (de un modo automatico y
preestablecido) una formula @’eA, tal que ¢ es satisfacible si y
sOlo si ¢ es satisfacible. Por tanto, si el conjunto de las formulas
satisfacibles de una clase de reduccion fuese decidible, el problema
de la decision de la logica de primer orden seria soluble en
general y en sentido positivo. En efecto, dada una formula
cualquiera ¢, bastaria con encontrar efectivamente su féormula
correspondiente ¢’'€A y decidir si ¢’ es satisfacible o no. Si ¢’ es
satisfacible, también lo es ¢. Hemos ilamado negativo a este
resultado, pues implica que la clase de las férmulas prenexas
satisfacibles con tres cuantificadores seguidos en su prefijo es
indecidible (ya que el conjunto de férmulas satisfacibles de primer
orden es indecible, como se descubriria tres afios mas tarde).

El articulo de Godel aparecié en 1933 bajo el titulo Zum
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Entscheidungsproblem des logischen Funktionenkalkiils (Sobre
el problema de la decision de la logica de primer orden) en la
revista Monantshefte fiir Mathematik und Physik, 40, pags. 433-
443,

J.M.



SOBRE EL PROBLEMA DE LA DECISION
DE LA LOGICA DE PRIMER ORDEN

En Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums (fascicu-
lo 2, pag. 27) [[véase pag. 37 de este libro}] he esbozado un
procedimiento mediante el cual para cada formula de la logica
pura de primer orden’ que en forma normal prenexa contenga
dos cuantificadores universales (que ademas vayan juntos) se
puede decidir si es satisfacible? o no. L. Kalmar ha tratado luego
el mismo caso del problema de la decision de un modo detalla-
do, usando el mismo método?. En el caso de las formulas con un
solo cuantificador universal, ya anteriormente tratado por
P. Bernays, M. Schonfinkel y W. Ackermann, ha resultado que
tales formulas, si son satisfacibles, ya son satisfacibles en un
dominio finito de individuos. La siguiente investigacion persigue
como fin el mostrar que esto también es asi en el caso de dos
cuantificadores universales. En segundo lugar mostraremos que la
solucion del caso siguiente en cuanto a complicacion (el de tres

1 Véase Hilbert-Ackermann [19287: Grundziige der theoretischen Logik, pags.
43 y sigs.

2 «Satisfacible», a secas, significa que hay un dominio de individuos en el que
la férmula es satisfacible, lo cual a su vez significa lo mismo que: la formula es
satisfacible en un dominio infinito numerable de individuos. )

3 Véase Kalmar [1932], pag. 466. Parte de la terminologia aqui usada
procede de ese trabajo.
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cuantificadores universales) ya seria equivalente con la soluciéon
del problema de la decision entero (véase pag. 142).

En el tratamiento de la primera de esas dos cuestiones
podemos limitarnos a férmulas numéricas de la forma>%

(1) VX V%2 3y13y, - 3ym X1 X2 Y1 Yo V),

puesto que el caso en que algunos cuantificadores existenciales
preceden a los cuantificadores universales puede ser reducido al
anterior (véase el trabajo citado en la nota (3), pag. 478).
Supongamos que en (1) aparecen las variables predicativas F,,
F,, -, F, y que la variable F; es r;-aria. Llamemos un modelo
sobre D a un sistema de s relaciones R;, R,, ..., R, (r,-aria, r,-
aria, ..., rs-aria, respectivamente) definidas sobre D. Las relacio-
nes R; de un modelo .# las designamos también como Ry con
o, designamos el resultado de sustituir en o las variables
predicativas F; por las relaciones R del modelo .#. Un modelo
sobre el dominio de los numeros naturales <k se llamari una
tabla de orden k. Naturalmente s6lo hay un numero finito de
tablas de orden k. Si .# es un modelo sobre D y a,, d,, -, d
son cualesquiera elementos de D, designamos mediante
[#/a,a,---a;] a la tabla T de orden k, para la que vale

Rliyiy i oR/a; 0, ay,
para j =1, 2..s y para cada r;-tuplo de nuimeros naturales
iyi;""i,; del intervalo [1...k].

Hemos de empezar por probar el

Teorema I: Si (1) es satisfacible, también es satisfacible en un
dominio finito de individuos.

Evidentemente (1) implica la siguiente formula:
(2) Vx, 3z, 3z5-- 3z, 03X X121 25--Z,)-

Y Las letras a se refieren en lo que sigue siempre a férmulas sin
, y p
coantificadores.
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Por tanto (1) es equivalente a la conyuncion de (1) y (2), que
tiene la siguiente forma normal:

Vx,VYx,3y, --3y,dz, - Az,

3 (@1 X2Y1 = V) A 01121 Z).

Estableciendo que n=2m y Y(x,; X, V) VyuZi - Zp) =

=0UX1X2)1 " Ym) N A(X1X121 *** Zpm),

en vez de (3) podemos escribir:

4 VX VX Ay Ay, 3y, W1 X201 Y2 - V),

y basta con probar el teorema I para (4). Pero para probar que
un modelo .# sobre D satisface (4), basta con probar que para
cada dos elementos distintos a; a, de D hay elementos b, b, -
b.€D, tales que se cumple y, (a,a,b, - b,), lo que produce cierta
simplificacion en lo que sigue®.

Supongamos que la férmula (4) sea satisfacible por el modelo
-4 sobre el dominio de individuos D. Construyamos el conjunto
2 de todas las tablas de primer orden [.#/a], donde a recorre
todos los individuos de D, y el conjunto £ de todas las tablas de
segundo orden [ .#/ab], donde q, b, recorren todos los elementos
de D de un modo mutuamente independiente. Los conjuntos no
vacios 2 y 2 satisfacen las siguientes condiciones I y II:

I. Para cada dos tablas R, SeZ hay una tabla Te2, tal que
[T/17=R, [T/2]=S.

Pues si R, Se#, hay a, beD, tales que R=[#/a], S =[.#/b],
y asi basta con estipular que T=[.#/a, b].

II. Para cada tabla Re 2 hay una tabla T'de orden n + 2, tal
que: 1) R=[T/1, 2], 2) ¥(1, 2, ..., n+ 2) es verdad, 3) para cada
numero natural i<n+2 : [T)i]e, y para cada dos numeros
naturales i, k<n+2 : [Ti k]e 2.

+ En mi nota (Gddel [1930 a]) anteriormente citada me olvidé de indicar el
paso de la formula (1) a la férmula (4), que, sin embargo, es necesario para que
las condiciones de satisfacibilidad allf indicadas sean correctas.
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Pues si Re 2, entonces hay a, beD, tales que R=[-#/a b], y
puesto que .# satisface la formula (4), hay individuos ¢; ¢, - ¢,
de D, tales que ¥,(a b ¢; ¢, ~ ¢,) es verdad, y asi basta con
establecer que T=[#/a b ¢; ¢, - C,].

Para probar el teorema I nos queda ain por mostrar:

Teorema 1l: Si hay dos conjuntos no vacios ¥, 2, de tablas de
primer y segundo orden, respectivamente, que cumplen las condi-
ciones I y I1, entonces la formula (4) es satisfacible en un dominio
finito de individuos.

En primer lugar probamos dos lemas.

Lema 1: Sea M un conjunto finito con k elementos y sea M* ¢l
conjunto de los pares ordenados < a, b>°>, tales que a, be M, a+b;
sea ademas f(k) el minimo numero natural, tal que M* puede ser
partido en f(k) clases disjuntas dos a dos Ky, K,, ..., K, de tal
modo que siempre que <a, b> y <c, d> pertenezcan a la misma
clase K,, ocurra que a+d y b+c. Entonces

log k
log 2

flky<2 + 2.

Prueba: La funcion f(k) cumple la inecuacion
) f2k) < f(k) + 2.

En efecto, sean M, M,, dos conjuntos disjuntos con k elementos
cada uno y M = M, UM,, sean ademas K/, K, ..., K/, y K,
Kj', -, K{» respectivamente, las subclases de M y M,
respectivamente, exigidas por el lema. Podemos construir sub-
clases Ky, K5, -, K; 1)+ 2 de M* que cumplan la condiciéon del
lema, del siguiente modo: Sea K; = K;/UK/" parai=1,2, ..., f(k),
ademas conste K, de todos los pares <a, b>, tales que
aeM,, be M,, y conste K, de todos los pares < a, b>, tales

> Designamos el k-tuplo de cualesquiera elementos a;, a, -, @, (en este
orden) mediante <a,, a,, -+, a,>, y €l conjunto no-ordenado de esos elementos
mediante {a,, ag, -, @i}
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que aeM,, beM,. Puesto que f(2k) es la minima cantidad
posible de clases K;, con esto queda probado (5). Puesto que
ademas f(2)=2, por repetida aplicacion de (5) se sigue que
f(2%)<2*. Sea ahora n un numero natural cualquiera. Pongamos

log n
n=2,r= fag—z. Puesto que f(k) es mondtona, tenemos
g

log n

Sy =f@)<f@")<2r+2< 210g 5

+2.

Lema 2: Sea Jxy la relacion® definida en el dominio de los
nimeros naturales menores o iguales que 7, tal que x e y estdn en
esa relacion si y solo si x+ y y x—y es resto cuadrdtico mod. 7.
Entonces ocurre: 1) Jxy y Jyx no se dan nunca simultdneamente
(asimetria). 2) Para cada dos numeros naturales x, y<7 hay un
2<7, tal que Jzx y Jzy'.

Lo ultimo significa que la congruencia x + u? =y + v?
(mod. 7) siempre es soluble por los y, v, tales que ambos son =0
(mod. 7), lo que inmediatamente se ve, si se escribe la congruen-
cia en la forma (u + v) (u — v) = vy — x (mod. 7). Mediante g(x, y)
designamos el minimo namero z, tal que Jzx y Jzy, de modo
que:

3) Dez=g (x, y) se sigue Jzx y Jzy.

Ahora procedemos a probar el teorema II. Supongamos,
pues, que estén dados dos conjuntos, 2, 2, que cumplan las
condiciones I, II (véase pag. 132). De entre las tablas T que segin
I existen elegimos para cada par R, Se 2 una y la llamamos
d(R S); igualmente de entre las tablas T'de orden n + 2 existentes
segun II elegimos para cada Re2 una y la llamamos h(R). Para
cada R, Se# vale por tanto:

(6.1) d(R S)e2

(6.2) [d(RS)/1]=R

® La relacién J se da entre x e v si x — v tiene uno de los siguientes valores: 1, 2,
4, —3, -5, —6. :

7 En un dominio de menos de 7 elementos no existe una relacién que cumpl
las condiciones (1) y (2).
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(6.3) [d(R S)/2] =S

y para cada Re 2,y cada i, j <n+2 vale:

(7.1) [h(R)/1, 2] =R
(7.2) Uy (L 2, ey m+2)
(7.3) [h(R)/ile?
(7.4) [r(R)/ijle2

Sea ¢ el numero de elementos de 2, el numero de 3-signos en
la formula (4) es n. Determinese un nimero natural L, tal que

®) qnf(IL)<L,

lo cual es posible, por el lema 1. Queremos definir un modelo
que satisfaga la férmula (4). Su dominio de individuos D sea un
conjunto de cuatruplos, tal que un cuatruplo <x, y, z, u>
pertenezca a D si ueZ y si x, y, z, son nimeros naturales y x <7,
y<f(7L), z<n. Por tanto, D es un conjunto con 7ng f(7L)
elementos, es decir, segin (8) con a lo sumo 7L elementos. Las
subclases de D determinadas segin el lema 1 sean K, K, ---, K,
(v <f(7L)). Mediante Z (a b) designo el indice i de la clase K; a la
que pertenece el par <a, b> de D*. Respecto a la terminologia
hago notar que por un complejo entiendo una secuencia finita de
cosas, por tanto un k-tuplo, donde k es un numero natural
cualquiera. Si a es un complejo, designo con ¢g; el miembro i-avo
de a. Este modo de designacion puede iterarse, si los miembros
de a son a su vez complejos (por tanto, a;;, designa el miembro k-
avo del miembro i-avo de a). Con a designamos el conjunto de
los miembros del complejo a. Si a €5 un complejo en el que no
hay dos miembros idénticos y xea, entonces N (x, a) designara el
numero que indica la posicién que el miembro x ocupa en a.

Un n + 2-tuplo de elementos de D se llama un E-complejo si
d, #u, y si hay un Te 2, tal que

9) div2=<g(a1y, ap1), Z(ay ap), i, T>
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parai=1, 2, ..., n, donde ¢ significa lo mismo que en el lema 2.
Para cada E-complejo designo con A(a) el par <a, a,>, con
B(a) el n-tuplo <as, ay, - a,4+2>,y con 2(a) el elemento T'de 2
(univocamente determinado por a, evidentemente) para el que
vale (9) (por tanto, 2(a) =a, para i=3, 4, ..., n+ 2). Para cada
par de individuos distintos x, y de D y cada tabla T de 2 hay
evidentemente un E-complejo a, tal que x =a,, y =a,, T= 2(a),
pues para encontrar uno basta con determinar g; (para i>2)
segun (9).

Para la prueba del lema 3 se requieren los siguientes hechos,
que uno puede facilmente comprobar:

(10) Para f‘.ﬁ E-complejos a, b, cualesquiera ocurre B(a)
= B(b) 0 B(a)NB(b)= <.

Pues si glay;a51) =g(by1byy), Zlaya))=Z(byby) y 2(a)
= 2(b), entonces B(a)= B(b), por (9); y en caso contrario,

B(a)NB(b) = &.

(1) Si a, b, son E-complejos y x, yeD, entonces los
siguientes casos o), ), nunca pueden darse a la vez:

o) er(Ez—), yeB_(L-Ij

B) yeA(b), xeB(b)

Pues por (9) se sigue de o) que y; =g(a;;a,1) ¥, por tanto,
segn el lema 2, Jy; ayy, Jy; a,;. Pero puesto que en el caso )
X=a, 0 X=a,, se sigue que Jy,x,. Del mismo modo se sigue de
B) Jx; y;. Pero segun el lema 2 no puede ocurrir a la vez Jx, y,
y Iy o

De (11) se sigue inmediatamente que A{(a) y B(a) son siempre
disjuntos, pues si tuvieran un elemento comun x, ocurriria que o)
y f) valdrian ambos para x=y, a=b. Asi pues, cada E-
complejo consta de n+2 elementos distintos y por eso estad
definido N(x, a) para cada E-complejo a y cada xea.
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Lema 3: Si a, b son dos E-complejos y H un subconjunto de D,
para los que vale:

Hca Heb: HNBa)+ O (%)
HNB®b) + & ()

entonces 2a)=2(0) y para cada zeH es N(z, a)=N(z, b). (Si
H tiene al menos 3 elementos, (*) y (**) se cumplen automatica-
mente).

Prueba: Por (+) hay un yeHNB(a) y por (+*) hay un
xeHN (b) Por (11) no puede ocurrir a la vez xeA(a) y

yeA(b) Por eso tiene que ser xeB(a a) o yeB(b) Pero en ambos

casos B(a )ﬂB(b)sé 'y, por ello y por (10), B(a)= B(b). De ahi se
sigue 2(a)=2(b) (pues 2(a) solo depende de los ultimos n
elementos de a) y N(z, a)=N(z, b) para zeH ﬂB(a) Pero si
zeHNA(a) (y, por tanto, también zeA(b)), solo nos queda por
mostrar que no puede ser z=a,, z=b, ni z=a,, z=b,. Pero si
ocurriera uno de esos casos, < a, a4, > y < b; b, > pertenecerian
a dos clases K; diferentes (por definicion de K;), es decir, Z(a,
a,)#+ Z(by b,), y por tanto, segun (9), a;+, Fb; +,, 10 que no puede
ser, ya que B(a)= B(b).

Para definir mas comodamente el modelo .# sobre D, que
satisfara la formula (4), vaya esto por delante. Si T y S son dos
tablas de orden k, escribo T~ S, si Rf (u)<>R} (u) para =1, 2,

., 5, y para todos los ry-tuplos u, tales que u={1, 2, ..., k} (es
decir, en los cuales aparecen realmente todos los niimeros entre 1
y k). De R=S8 se sigue R~ S, pero la inversa solo vale para
tablas de primer orden. Sea ademas D¥(k =1, 2, ...) un conjunto
de k-tuplos de elementos de D, tales que todos los elementos de
cada k-tuplo de D* son distintos entre si y que para cada
subconjunto C de D que contenga exactamente k elementos hay
un y sélo un ueD¥, tal que C = u. Por tanto, D* es esencialmente
el conjunto de los subconjuntos de k elementos de D, donde para
cada tal subconjunto esta fijada una ordenacion de sus elemen-
tos. Facilmente se comprueban los dos lemas siguientes:

Lema 4: Si a cada ueD* asignamos una tabla T, de orden k, y
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lo hacemos simultdneamente para k=1, 2, ..., r (donde r es un
numero natural cualquiera), entonces hay un modelo 2 sobre D,
para el que vale

(12) LAt ju] ~ T,

para cada ue(D*UD?*U...UD").

Pues por la relacion (12) quedan determinados (para cualquier
u fijo) los valores veritativos de los R/“para todos los tales r;-
tuplos de argumentos v, tales que =1, y para dos u diferentes
siempre se trata también de ri-tuplos distintos de argumentos.

Lema 5: Si T es una tabla de orden k, a es un k-tuplo de
elementos de D y # es un modelo sobre D, entonces la ecuacion
[#[ay ay...aq, ] =T se sigue de que [M/a;, ay,...a; ]~ [Tiyiz...1,]
para todos los iji,...i,, para los que <a; a;...a;,>€D? y

.{a,-la,iz...aip} ca.

P

Ahora especializamos las relaciones (12) del lema 4 del
siguiente modo:

A) Sea xeD:

I. Si hay E-complejos a, tales que xeB(a), entonces elijamos
uno cualquiera de estos E-complejos a y establezcamos

(13) [.#/x] =[h(2(a))/N(x, a)]

IL. Si no hay tales E-complejos, determinemos [.#/x] =V,
donde Ves un elemento cualquiera de 2.

Por (7.3) ocurre también en el primer caso, y por tanto
siempre, que [.#/x]e?.

B) Sea <x, y>eD*

L. Si hay E-complejos, tales que {x, y} <ay
{x, y}NB(a)+ & y ademas tales que para las tablas [.#/x] y
[.#/y] (ya determinadas por la convencion A)) vale lo siguiente:

[#/x] = [h(2(a))/N(x, a)],

14
a4 L#/y] = [H2@YNQ, a)l,
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entonces elijamos uno cualquiera de estos E-complejos a y
establezcamos

(15) [4/xy]~ [h(2(a))/N(xa), N(ya)].

II. Si no hay ningin E-complejo con las propiedades
requeridas en B)I, sea

(16) [4/x y]~d([#|x], [#]y])
C) Sea <x; X, x,>eDk k>2:

I. Si hay E-complejos q, tales que {x;, Xy, -, X} <=a,
elijamos uno de ellos y establezcamos

A7) [ll)xyx, - x: ] ~ [M(2(a))/N(x; @), N(x20)---N(x,a)]

II. Si no bay ningln tal E-complejo, sea [.#/x; X, - x;]
~ W, donde W es una tabla cualquiera de orden k.

El asi definido modelo .4 cumple lo siguiente:

(18) Las relaciones (13), (15) o (17), respectivamente, se dan
para todos los E-complejos a que tienen las propiedades requeri-
das en A)I, B)I o O)I, respectivamente.

Pues identificando en el lema 3 H con {x}, {x, y} 0 {x; x, =
Xy}, respectivamente, se comprueba que los lados derechos de

(13), (15) o (17), respectivamente, son iguales para todos los ta-
les a.

Lema 6: Si x, yeD, x # y, entonces [#/x, y]€ 2.

Prueba: Si <x, y>eD? y <x, y> esta en el caso B)I,
entonces, por (14) y (15), ocurre que

L4y, x] =[h({[#]y, x])/1, 2]

y la tesis se sigue de (7.4). Si <x, y>eD?* y <x, y> estd en el
caso B)II, entonces por (16), (6.2) y (6.3) ocurre que

[#/x, y]=d([L4#/x], [#]y])
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y la tesis se sigue de (6.1). Si <x, y> no es elemento de D?
entonces <y, x>eD?, y, por tanto, segin lo que acabamos de
probar, [.#/y, x]e 2. Ahora bien, por (7.1) resulta que

[4]x, y] =[h(2(a)/N(x, a), N(y, a)]
y, por tanto,
L#/x, y]1=[hA/y, x])/2, 1],

de donde la tesis se sigue por (7.4).

Lema 7: Si a es un E-complejo y [M/a,, a,] =2 (a), entonces
W, (ay, Ay, -, Gy4o) es verdad.

Muestro que [L#/ay, ay, -, dy+2] = h(2(a)), de donde se sigue
la tesis, por (7.2). En la prueba utilizo el lema 5.

o) Paracada a;(i=1, 2, ..., n+2), [.#/a;] = [h(2(a))/i].

Prueba: Sii>= 3, es decir, g;€ B(a), entonces a; se encuentra en
el caso A)l y la tesis se sigue de (13) y (18).

Si i =1, basta con fijarse en que, a causa de la hipdtesis

[A]ay a;]= 2(a),
se da la ecuacién [#/a,}=[2(a)/1], y por (7.1)
[2(a)/1]=[A2(a))/1]
Si i = 2, analogamente
[4/a,]=[2(a)/2] = [W(2(a))/2]
B Sila,aq<a y <a, a,>eD? entonces
[A/a;, a ] ~ [h(2(a))/i, k].

Prueba: Si {a;, a;}NB(a) #+ &, entonces el par <a;, a;> se
encuentra en el caso B)L, pues segin a)

[A[a;] =[h(2(a))/i], [-#/a,] =[h(2(a))/K].
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Por tanto, segtn (15) y (18), ocurre que

[ a;, a;] ~ [M2(a))/i, k].

Si {a;, a,}NB(a)= &, y por tanto {a;, a;} = {a;, a5},
entonces basta con fijarse en que, por hipotesis,
L#/ay, a,] = 2(a)

y, por (7.1), Z (a) =[h(Z(a))/1, 2], de donde se sigue

L#/ay, a;] = [A(2(a))/1, 2]

y, por tanto, también
LA)a,, a,] =[h(2(a))/2, 1].
) Si{a, - ay}<a, <ay - a;,>eD*y k> 2, entonces
LA4)ay, ay,, -, a;,] ~[h(2(a)/iyiy i),

lo qhe inmediatamente se desprende de C)1 y (18).
La tesis se sigue de «), f), y) v el lema 5.

De los lemas 6 y 7 se sigue inmediatamente que .# satisface
la formula (4). Para ello basta con mostrar que para cada dos
elementos x, yeD, x # y, hay elementos u,, u,, ..., u,eD, tales que
W, (X, ¥, uy, -, 4,). Sean, pues, x, yeD, x #y. Por el lema 6 es
[#/x, yle 2. Segin una observacion hecha anteriormente (pag.
136) hay un E-complejo a, tal que x =qa,, y=a, y 2(a)=[.#/x,
y]. Este E-complejo satisface el antecedente del lema 7 y, por
tanto, ¥, (x, y, as, -+, a,4,) €s verdad, con lo que el teorema II
queda probado.

Llamemos equivalentes a dos formulas numéricas si o bien
ambas son satisfacibles o bien ambas son insatisfacibles. Para
cumplir con el segundo de los puntos anunciados al principio
tenemos que mostrar:
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Teorema I1I: Para cada férmula numérica podemos encontrar
otra férmula equivalente a ella de la forma

(19) VX, VX2 V3 3y; 3z 39, 0UXy X2 X391 V2 V)

donde por lo demas también se puede obtener que en (19) sélo
aparezcan variables predicativas binarias.

Llamemos a una formula numérica formula normal seiialada,
si tiene la forma

VXV Vx, 3y, 3y, 3y, 00Xy X - Xy V1 V2 V)

Cada formula numérica es equivalente a una formula normal
sefialada binaria®. Para comprobarlo podemos empezar por
construir una féormula binaria equivalente segiin el método de
Lowenheim®, luego aplicamos a ésta el procedimiento de Sko-
lem'° para la produccién de una forma normal sefialada equiva-
lente, del modo como yo lo he aplicado en el trabajo «La
suficiencia de los axiomas del calculo 16gico de primer orden» en
la prueba del teorema IV [pag. 25 de este libro] , con la sola
modificacion de que en la formula g [pag. 25] en vez de Fxy
(esto es una abreviatura para Fx,...x,y;--y,) ponemos la
siguiente formula

(20) 3"‘(Rluxl A A Rnuxn A Rn+1“)’1 ARRYA Rn+muym)=

donde los R; son cualesquiera variables de relacion que no
aparezcan en la formula o de la pag. 25; igualmente en vez de
Fx'y' escribimos la formula correspondiente con los mismos R;.
También la formula B asi modificada (que es binaria, si la
formula n,o de la pag. 25 lo es también), puede convertirse en
una forma normal de grado k—1 y es equivalente a la féormula
nyo de la pag. 25. Esto Gltimo se desprende inmediatamente del
hecho de que cada relacion n+m-aria F en un dominio infinitp

8 Una férmula numérica se llama binaria si sdlo contiene variables de
relacion binarias.

9 Véase Lowenheim [1915]: Uber Moglichkeiten im Relativkalkiil.

10 Véase Skolem [1920]: Logisch-kombinatorische Untersuchungen iiber die
Erfiillbarkeit und Beweisbarkeit mathematischer Sitzte.
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numerable de individuos puede ser representada mediante R;
apropiados en la forma (20).

Por tanto, s6lo queda por probar que para cada férmula
normal sefialada binaria y con n cuantificadores universales se
puede ofrecer otra equivalente & con n — 1 cuantificadores univer-
sales, si n> 3, de donde se sigue el teorema IIT por aplicacion
repetida.

Prueba: Si y es la formula

Xg VX3P 3P0ty oo Xy Yyoo- Vi)

designemos entonces con y’ la conyuncion de las siguientes tres
formulas (21), (22) y (23).

Vx3 - Vx,Yudviwdy, - 3y, (Ryuv A Ryuv A

21 A o(UWXz- Xy V1 Ym)

(22) V21VZZHM(R1 Uz, A RzuZZ)
(23) VxVyVz(Rixy AR xz—>y=2)A(Ryxy A Ryxz—y = z))

donde R;, R,, son dos variables predicativas que no aparecen en
a. Las variables de relacion de a sean Sy, S,, .., S;. Si S;, Sz, -, Sk
es un sistema de relaciones en un dominio mﬁmto numerable D
que satisface y y si Ry, R,, son dos relaciones en D, tales que la
relacion xR, y A xR, z proporciona una aplicacion biunivoca de
los elementos x de D en los pares <y, z> de D, entonces
cvidentemente R,, R,, S, S,, .., S, satisfacen la formula y". Por
tanto, si y es satisfacible, tamb1en lo es 7. A la inversa, si Rl, R,,
Sy, Sy, -, S, €s un sistema que satisface y’, también es S;, S, ---
St un sistema que satisface y. Pues si x4, X,, -.., X,, son elementos
de D, entonces por (22) hay un elemento ueD, tal que R ux;,
Rzuxz Ademés por (21) hay elementos u, w y y;, -, Ym, de D,
tales que R,uv, Ryuw, &(v, W, X3, -y Xp Vi - Vm) donde &
designa la formula que se obtiene a partir de o al sustituir los R;,
8. por los R;, S,. Por (23) v = x, y w = x,. Por tanto, vale &(x, ...,
Xp Y1 o+ Ym), con lo cual, y puesto que y y 7’ son féormulas
equivalentes, queda probada la tesis.



162 Kurt Godel

La conyuncion de dos formas normales sefialadas, cada una
de las cuales tiene a lo sumo n cuantificadores universales, es
equivalente de nuevo a una forma normal sefalada con a lo
sumo n cuantificadores universales (puesto que
VxFx AVyGy¥x(Fx A Gx)). Si aplicamos esto a 7 obtenemos
una forma normal sefialada con n— | cuantificadores universales,
pero que todavia contiene el signo =. Si lo eliminamos por el
procedimiento desarrollado por L. Kalmar en Acta Litt. Sci.
Szeged, tomo IV, pag. 248, y por mi en «La suficiencia de los
axiomas del calculo 16gico de primer orden», pag. 30, y nos
fijamos en la observacion anterior sobre la conyuncion de
formas normales sefialadas, obtenemos (puesto que en y’ solo
aparecen variables de relacion binarias) de nuevo una forma
normal sefialada con n—1 cuantificadores universales y ésta
proporciona la ¢ en el teorema que queriamos probar.

Para terminar quisiera hacer notar que el teorema I también
puede ser probado por el mismo procedimiento para férmulas
que contienen el signo de identidad.



Introduccion a:
Sobre sentencias indecidibles
de sistemas formales matemdticos

Durante la primavera de 1934, Godel dio un cursitlo en el
Instituto de Estudios Avanzados de Pricenton. Por sugerencia
de O. Veblen, dos de los oyentes —S. Kleene y J. B. Rosser—
confeccionaron unos apuntes de estas conferencias, que fueron
multicopiados. La tematica cubierta es parecida a la del famoso
articulo «Sobre sentencias formalmente indecidibles de Principia
Mathematica y sistemas afines», publicado tres afios antes. De
todos modos, estas conferencias contenian también algunas
novedades, la principal de las cuales estriba en la definicion de
las funciones recursivas, en general. Los apuntes se dividen en
nueve partes.

La primera parte introduce ciertas nociones intuitivas sobre
sistemas formales. En particular define la completud de un
sistema y anuncia el teorema de incompletud.

La segunda parte ofrece la definicion precisa de las funciones
recursivas primitivas. Una funcion numérica es recursiva primiti-
va si y solo si puede ser obtenida a partir de las funciones
constantes, de identificacion y del siguiente mediante aplicacio-
nes sucesivas de los esquemas de composicion y recursion. En su
articulo de 1931, Gddel se habia olvidado de mencionar entre las
funciones iniciales las funciones de identificacion que identifican
¢l miembro i-avo de una secuencia ~U¥(x, - x,) = X;— ¥y que son

163
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imprescindibles para la correccion de la definicion godeliana de
funcion recursiva primitiva.

La tercera parte describe el sistema formal que va a servir de
base a la prueba del teorema de incompletud y que basicamente
consiste en la logica de tipos suplementada por los axiomas de
Peano, como en el sistema presentado en Godel [1931], del que
basicamente solo difiere en admitir variables para funciones y
funcionales monarios de cualquier tipo finito, lo que permite una
considerable simplificacion de la prueba posterior de que todas
las funciones recursivas primitivas son representables en el
sistema.

La cuarta parte presenta la godelizacion del sistema formal
que acaba de describir, es decir, la inyeccion de los signos, hileras
de signos y secuencias de hileras de signos en los numeros
naturales, de tal modo que a cada variable, formula, deduccion,
etc., corresponde biunivocamente cierto numero natural, su
«numero de Godel», como ahora se dice. Esto permite definir
una serie de relaciones numéricas que reflejan otras tantas
relaciones metamatematicas,

La quinta parte contiene la prueba de que cada clase,
relacion y funcion recursiva primitiva es representable en el
sistema formal elegido (prueba que —como acabamos de indicar—
resulta simplificada por la presencia de variables de funciones en
el sistema formal) y culmina con la prueba del teorema de
incompletud (mediante la construccion de una sentencia indeci-
dible, es decir, tal que ni ella ni su negacion es deducible) y del
teorema de indemostrabilidad de la consistencia, ya probados en
Godel [1931].

La sexta parte enumera las condiciones que ha de reunir un
sistema formal para que esos teoremas le sean aplicables.

La séptima parte contiene unas reflexiones novedosas sobre
el concepto de verdad, paralelas a las desarrolladas poco antes
por Tarski (pero hasta entonces solo publicadas en polaco! y
por tanto desconocidas por Godel). Al sefialar la relacion de la
sentencia indecidible, que dice de si misma que no es deducible,

! Fl fundamental trabajo de A. Tarski sobre el concepto de verdad en log
lenguajes formales fue presentado en 1931 a la Sociedad de Ciencias de Varsovia
y publicado en polaco dos afios después (véase Tarski [1933]), pero sélo fue
realmente dado a conocer con su publicacién en alemén [1936.
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con la afirmacion contradictoria del mentiroso, que dice de si
mismo que miente, y al analizarla mas precisamente, resulta que
el predicado metamatematico de verdad que se aplica a una
sentencia si y sOlo si ésta —en la interpretacion natural- es
verdadera (0, equivalentemente, el correspondiente predicado
numérico que se aplica a un numero natural si y solo si éste es el
numero de Godel de una sentencia verdadera) no es definible en
el sistema formal. Asi pues, el concepto de verdad en un sistema
formal no es definible en ese sistema, resultado mas elaborado
por Tarski. Ademas, puesto que la clase de los numeros de Godel
de sentencias deducibles (y por tanto también verdaderas) si es
definible en el sistema formal, pero no asi la de los nimeros de
Godel de sentencias verdaderas, de ahi se sigue que ha de haber
sentencias verdaderas no deducibles. Puesto que sus negaciones
(falsas) tampoco pueden ser deducibles, esto implica ya de por si
la existencia de sentencias indecidibles en el sistema (aunque aun
no permite construirlas, como si en cambio habia hecho Godel
en la quinta parte mediante su famosa prueba).

La octava parte esta dedicada a probar que la sentencia
indecible construida en la quinta parte es equivalente a una
féormula prenexa cuyo nucleo es una ecuacion diofantica. Notese
que en nuestra traduccion —debido a la estandarizacion de las
convenciones notacionales— llamamos funcién b a la famosa
funciéon g de Godel.

La novena parte presenta un concepto mas amplio de
funcién computable que el de funcion recursiva primitiva intro-
ducido en la segunda parte y ya en Godel [1931]. Aqui
introduce el concepto de funcion recursiva general, precisando y
restringiendo una sugerencia de Herbrand. La clase de las
funciones recursivas generales de Godel coincide exactamente
~como mas adelante se mostro— con las correspondientes a otras
propuestas posteriores de dilucidacion del concepto de funcion
computable: funcién A-definible, funcidon p-recursiva, funcidén
computable por una maquina de Turing, etc. Puesto que todas
estas nociones resultan aplicarse a exactamente las mismas
funciones, estas funciones han acabado siendo conocidas como
funciones recursivas, sin mas. Y la llamada tesis de Church —de
que las funciones computables en sentido intuitivo son precisa-
mente las funciones recursivas- esta hoy universalmente admiti-
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da. La definicion dada aqui por Godel de funcién recursiva
general es mas complicada y menos sugestiva que otras posterio-
res actualmente mas usadas, pero historicamente es la primera
definicion precisa de la clase de las funciones recursivas y —si
aceptamos las tesis de Church— del concepto de funciéon compu-
table.

Las conferencias de Goédel aparecieron bajo el titulo On
undecidable propositions of formal mathematical systems (Sobre
sentencias indecidibles de sistemas formales matematicos)en forma
de apuntes tomados por S. Kleene y B. Rosser y publicados en
1934 por el Institute for Advance Study, Princeton, New Jersey. Se
encuentran también reimpresos en la antologia The Undecidable,
de Martin Davis [1965]. Con ocasion de esta reimpresion, Godel
indico en 1964 a M. Davis diversas erratas y descuidos para que
fueran corregidos y le envid una serie de notas suplementarias,
asi como una importante posdata, para que fueran afiadidas. En
la posdata Godel propone identificar la nocidon de sistema
formal con la de miquina de Turing (lo que equivale a identificar
teoria formalizada con conjunto recursivamente enumerable —es
decir, generable por una maquina de Turing— de sentencias), lo
que permite formular sus resultados con gran generalidad, y
ademas sefiala diversos avances posteriores a 1934, en que dio
sus conferencias. En esta posdata Godel tiene buen cuidado de
sefialar que las limitaciones de la formalizacién mecanica por él
descubiertas no implican necesariamente limitaciones correspon-
dientes de la razén humana. Esta cuestion preocupaba honda-
mente a Godel, que posteriormente redactdé una nueva nota, en
la que critica la idea de que la mente humana sea equivalente a
una maquina de Turing y, por tanto, est¢ sometida a sus
limitaciones. Esta nota fue publicada por primera vez en las
paginas 325-326 del libro de Hao Wang [1974]: From Mathema-
tics to Philosophy.

La traduccion aqui presentada recoge tanto el texto corregi-
do de los apuntes impreso en M. Davis [1965], como la posdata
escrita por Godel en 1964 y la nota final (que aqui aparece como
nota 38) afiadida posteriormente y publicada en H. Wang
[1974].

J. M.



SOBRE SENTENCIAS INDECIDIBLES
DE LOS SISTEMAS FORMALES MATEMATICOS

1. Introduccién

Un sistema formal matemdtico es un sistema de signos junto
con reglas para utilizarlos. Los signos individuales se llaman
signos primitivos. Filas de signos son secuencias finitas de signos
primitivos. Se define una clase de filas de signos llamadas
formulas y una clase de formulas llamadas axiomas. Puede haber
un numero finito o infinito de axiomas. Se especifica, ademas,
una serie de reglas llamadas reglas de inferencia; si R es una de
estas reglas, R define la relacion de inferencia inmediata por R
entre un conjunto de formulas «y, -.., a, llamadas premisas y una
formula dada B, llamada conclusion (usualmente con n=1 o n
=2). Exigimos que las reglas de inferencia y las definiciones de
las formulas y los axiomas sean constructivas; esto es, para cada
regla de inferencia debe haber un procedimiento finito para
determinar si una féormula B es inferible inmediatamente (por tal
regla) de las formulas ay, .., ,, y del mismo modo debe existir
un procedimiento finito para determinar si una fila de signos (
dada es una formula o un axioma.

Diremos que una férmula f es inferible inmediatamente de
fas formulas oy, .., &, si § es inferible inmediatamente de oy, ..., a,,
por alguna de las reglas de inferencia. Una secuencia finita de
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formulas serd una deduccion (especificamente una deducciéon de
la Gltima férmula de la secuencia) si cada formula de 1a secuencia
es un axioma o es inferible inmediatamente de una o mas
formulas precedentes. Una formula es deducible si existe una
deduccién de ella. Sea ~ uno de los signos primitivos y
supongamos que expresa la negacion. El sistema formal serd
completo si para cada formula o es deducible o o es deducible
~o. Probaremos mas adelante que (bajo las condiciones que
seran expuestas) un sistema formal que pueda expresar todos los
enunciados de la aritmética como féormulas no es completo.

2. Relaciones y funciones recursivas primitivas

Ahora haremos unas consideraciones que, por el momento,
no tienen nada que ver con un sistema formal.

Las letras latinas minusculas x, y, z, ..., denotaran nimeros
naturales arbitrarios (es decir, enteros no negativos); las letras
gOticas se usaran como abreviaciones de secuencias finitas de las
anteriores, esto €s, ¥ por Xy, -, X,; Y POr yy, ---, V. Las letrasf, g,
h, ..., representaran funciones con uno o mas nimeros naturales
como argumentos y con numeros naturales como valores. Las
letras latinas mayusculas R, S, T, ..., denotaran clases de niimeros
naturales o relaciones entre éstos. Rx representa el hecho de que
x esta en la clase R, y Sx; ... x, el hecho de que x, ..., X, estan
en la relacion S. Se pueden considerar las clases como relaciones
monadicas y las relaciones como clases de n-nadas ordenadas. A
cada clase o relacion R le correspondera una funcion caracteristi-
ca f tal que f(xq, ..., x,)=0si Rx; ... x, y f(x1, ..., x,)=1 si
—1RXx{ ... X, '

Utilizamos las siguientes notaciones para abreviar (donde X
¢ Y pueden sustituirse por cualquier sentencia). Vx(x(x)) (para
cada numero natural x, a(x)), Ix(o(x)) (existe un nimero natural x
tal que a(x)) px(x(x)) (el menor numero natural x tal que a(x)
si 3x((x)); O en otro caso), 1 X (no X), X VY(XoY), XA Y(Xe
Y), X—Y (si X, entonces Y, es decir, 7 XVY), XY (X siysolo
si Y, es decir, (X—=Y)A(Y—-X)). -

Diremos que la funciéon f(x;, ..., x,) esta compuesta de g(x,,
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X)) ¥V hi(xq, -, Xx,) (1<i<m) si para todos los ndmeros
naturales xq, .-, X,

(1) f(xla Tt X,,) = g(hl(-xl’ s xn)> s hm(xl’ s xn))'

Se dira que la funcion f(x, ..., x,,) €s recursiva primitiva respecto a
glxy, -y X,—1) ¥ h(xy, -, X,+1) si para todos los numeros
naturales k, x,, ---, X,

f(O, X2 ooy X") = g(xz, sy Xp)
f(k+19 x27 ttty xn) zh(k9 f(k7 x25 Tt xn)a X2, Tt xn)

Tanto en (1) como en (2) estd permitida la omisiéon de cada
variable en alguna de (o todas) sus apariciones en el lado
derecho (por ejemplo, en (1) esta permitido f(x, y) = g(h,(x), hy(x,
). Definimos la clase de las funciones recursivas primitivas
como la totalidad de las funciones obtenibles mediante sustitu-
cion, segun el esquema (1), y recursion primitiva, segin el
esquema (2), a partir de la funcion del siguiente x+ 1, funciones
constantes f(x,, ---, X,)=c, y funciones proyectivas U7 (xy, ---, X,)
=x; (1<j<n). En otras palabras, una funciéon g sera recursiva
primitiva si hay una secuencia finita de funciones g¢,, .., g, que
termina con g y tal que cada funcidén de la secuencia es la
funcion del siguiente x + 1, o una funcion constante f(xy, -, X,)
=¢, o una funcion proyectiva U}(x,, .., x,)=Xx; 0 esta com-
puesta de funciones precedentes, o es obtenida mediante recur-
sién primitiva a partir de funciones precedentes. Una relacion R
sera recursiva primitiva si su funcidon caracteristica es recursiva
primitiva.

Las funciones recursivas primitivas tienen la importante
propiedad de que para cada conjunto dado de argumentos el
valor de la funcién puede computarse mediante un procedimien-
to finito2. Del mismo modo las relaciones (clases) recursivas

@

! Esta frase deberia haberse omitido, pues puede efectuarse la eliminacion de
cualquier aparicion de una variable en el lado derecho mediante la funcion U?.

2 También parece que lo inverso es verdad si ademas de la recursmn
primitiva mediante el esquema (2) se admiten otras formas de recursién (por
¢jemplo, respecto a dos variables simultaneamente). Esto no puede ser probado,
pues no se ha definido la nocidén de computacion finita, pero sirve como
principio heuristico®.

Y [Nota de 19647. Esta afirmacion estd anticuada; véase la posdata.
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primitivas son decidibles, en el sentido de que para cada n-ada
de nimeros naturales puede determinarse mediante un procedi-
miento finito si la relacion vale o no (si el naimero pertenece 0 no
a la clase), puesto que la funcidén caracteristica es computable.
Las funciones x+y, x-y, x*, y x! son claramente recursivas
primitivas. Por tanto, f(x)+g(v), f(2)-g(n), f(x)?Y, v f(x)! son
recursivas primitivas, supuesto que f(x) y g(n) lo sean.

1. Si las relaciones Rx y Sy son recursivas primitivas, enton-
ces 71 Rx, RxV Sy, RxA Sy, Rx«> Sy, Rx - Sy también son recursi-
vas primitivas.

Por hipotesis, las funciones caracteristicas r(x) y s(y) de R y
S, respectivamente, son recursivas primitivas. Si ne(0)=1, ne(k
+1)=0, entonces ne(x), y por tanto ne(r(x)) son recursivas
primitivas. Pero como ne(r(x)) es 1 6 0, segiin que r(x) sea 0 6 1,
ne(r(x)) es la funcidon caracteristica de —1Rx. Por ello -1 Rx es
recursiva primitiva. Si di(0, x)=0 y di(k + 1, x)=ne(ne(x)), enton-
ces di(0, x)=di(x, 0)=0, y di(x, y)=1, cuando x, y>0. De aqui
que di(r(x), s(v)), que es recursiva primitiva, sea la funcion
caracteristica de RxV Sy; esto es, RxV Sy es recursiva primitiva.
Como RxA Sy——1(—1 RxV —18y), se sigue que RxA Sy es recursi-
va primitiva. Del mismo modo, Rx— Sy, Rx<—Sy y todas las
otras relaciones definibles a partir de Rx y Sy mediante = y V
son recursivas primitivas.

IL.  Si las funciones f(x), g(v) son recursivas primitivas, enton-
ces las relaciones f(x)=g(v), f(x) < g(v), f(x) < g(y) son recursivas
primitivas.

Sea pre(0)=0, pre(k+1)=k y x =0=x, x = (k+ 1)=pre(x k).
Entonces, si x=y, x=y=x—y, y si x<y, x-=y=0. Por tanto,
ne(y - x) es la funcién caracteristica de x <y, y ne(g(v) =~ f(x)) la
de f(x)<g J 1) ). Asi que f(x)<g(vy) es recursiva primitiva. Igual-
mente, f =g(y) y f(x)<g(y) son recursivas primitivas, como se
puede ver dlrectamente o inferiéndolo a partir del teorema para
f(x)<g(y) mediante el uso de L.
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M. Si la funcion f(x) y la relacion Rxy son recursivas
primitivas, entonces también lo son las relaciones S, T tales que

Szy > Ix(x < f(x)A Rxy)
Ty Vx(x <f(x) > Rxy)

y la funcion g tal que
g(z.0) = pux(x <f(x)A Rxy).

Sea r(x,y) la funcion caracteristica de Rxy. Sea p(0, y)=r(0,
v) y plk+1,y)=p(k, y) r(k+1,y). Entonces p(x, n)=r(0, y)-r(l,
y) - 'r(x, y). Por tanto, p(x, y) sera 0 6 1, segiin alguno o
ninguno de los #(0, v), (1, v), ..., ¥(x, y) sea 0; es decir, seglin
exista o no algin ndmero natural n<x tal que Rny. En
consecuencia, p(f(x),n), que es recursiva primitiva, es la funcion
caracteristica de dx(x <f(x)A Rxy). Por ello, Ix(x<f(x)A\ Rxy)
es una relacion recursiva primitiva. Se sigue de esto y de I que
Vx(x < f(x)—Rxuy) es recursiva primitiva, pues Vx(x < f(x)—Rxy)
1 3dx(x <f(£)A T1Rxp). Sea ahora m(0,y)=0y mk+1, y)=(k
+1) - (p(k. v) = p(k + 1, v))+ m(k.v) - (ne(p(k, §) = p(k + 1, p))). Como
1=2ptk,y)=pk+1, y)=0, si p(k, y)=1y plk+1, y)=0, enton-
ces mk+1, y)=k+1, y en otro caso, mk-+1, y)=m(k, y).
plk,y)=1y p(k+1,9)=0 se dan a la vez solo cuando 1Rly, ..,
-1 Rky y Rk+ ly; esto es, cuando k+1 es el menor valor x’ de x
tal que Rxy. Por tanto, si un tal x’ existe y es > 1, entonces m(0,
yp)=..=m(x'—1,9)=0y para todo x=x" m(x, y)=x". Si x'=0 o
x' no existe, entonces todos los m(x, y) son 0. En consecuencia,
m(f(x), y) es el menor x <f(x) tal que Rxy si un tal x existe y O en
otro caso; es decir, m(f(x),n) = ux(x <f(x)A\ Rxy).

3. Un sistema formal

Describimos ahora con cierto detalle un sistema formal que
servird como ejemplo para lo que sigue: Mientras que un sistema
formal consta tnicamente de signos y reglas mecanicas que los
relacionan, el significado que demos a los signos es un principio
rector en el establecimiento del sistema.
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Como medio para evitar paradojas utilizaremos la teoria de
los tipos. Excluimos entonces el uso de variables que tomen
valores sobre todos los objetos y usamos diferentes clases de
variables en dominios diferentes. En especial X, Y, Z, ..., seran
variables de sentencias. Tendremos entonces los siguientes tipos
de variables:

X, Y, Z, ... para niumeros naturales

p.q, -~ para funciones (monadicas) cuyos argumentos y
valores sean nimeros naturales.

F, G, H, ..para funciones (monadicas) cuyos argumentos y
valores sean funciones p,q. ...

y asi sucesivamente*. Los diferentes sistemas formales quedan
determinados por el nimero de estos tipos de variables que
usan. Aqui nos limitaremos a los dos primeros tipos; esto es,
usaremos las tres clases de variables X, Y, Z, ...; X, ¥, Z, --; P, --.
Supondremos que tenemos entre los signos primitivos un niime-
ro infinito numerable de cada uno de los tipos (lo que puede
asegurarse, por ejemplo, utilizando letras con subindices numé-
ricos).

Los signos primitivos, ademas de las variables, seran: O (el
numero 0),S (S(x) denota el siguiente nimero mayor que X, €s
decir, el sucesor de x), ~, V, A, o, =, IT (ITx(x(x)) significa «a(x)
es verdad para cualquier numero natural x», y puede considerar-
se como la conyuncion de «(x) para todos los x), = (Zx(c(x))
significa «hay al menos un namero natural x tal que «(x) es
verdad» y puede considerarse como la disyuncién de a(x) para
todos los x), u, = (igualador), (,) (q(x) es el valor de g para el
argumento x, siendo los paréntesis ( y ) interpretados como
signos de la operacion de aplicacion de una funciéon a un

4 No es preciso introducir independientemente funciones n-idicas (para
n>1), puesto que las n-adas de objetos de cada uno de estos tipos pueden
hacerse corresponder biunivocamente con objetos simples del mismo tipo.
(Ademas, las funciones heterogéneas pueden representarse mediante funciones
homogéneas.) No son necesarias variables para clases y relaciones, pues podemos
usar, en vez de las clases y las relaciones, sus funciones caracteristicas.



Sobre sentencias indecidibles de sistemas formales matematicos 173

argumento. Los paréntesis también se usan para delimitar, como
en Ix(x), (o) =(B), etc.)’.

A continuacion debe definirse la clase de las expresiones.
Para esto describimos dos clases de filas de signos que tienen
significado —expresiones que denotan numeros y expresiones que
denotan ideas. La primera comprende los designadores numéricos
o expresiones que representan nameros (como0,S(0), ...) y los
términos abiertos o expresiones que se convierten en designado-
res numéricos cuando las variables que en ellos aparecen son
sustituidas de un modo apropiado por designadores numéricos
(como pux(y=S(x))°®. La segunda comprende sentencias (por
ejemplo, IIx(~(0=S(x)))) junto con formulas abiertas o expresio-
nes que se convierten en sentencias cuando las variables que en
ellas aparecen se sustituyen apropiadamente por designadores
numéricos (por ejemplo, Xx(y=S(x)))°. Damos la definicion
exacta por induccion completa:

1. 0yx,Y,z, ... (variables numéricas) son términos y X, Y, Z,
... (variables sentenciales) son formulas.

2. Sirt;y 1, son términos, entonces t, =1, es una féormula.
3. Sit es un término, entoncesS () es un término.

4. Sitesun término y q una variable de funcion, entonces
q(t) es un término.

S. Siay fB son formulas, entonces ~(a), (2)V (B), (WA (B), ()
>(B) y (2)=(p) son féormulas.

6. Sia es una formula y x una variable numérica, entonces
[Ix(c) y Zx(x) son férmulas y px(a) es un término.

7. Sioaes una féormula y q una variable de funcion, entonces
[a(«) y Za(«) son formulas.

5 ~,A,V, o, =y utienen el mismo significado, respectivamente, que 71, A,
V, =, <>y u, como se explico en el apartado 2.[Tx(a) y X x(a) significan lo mismo
que a cuando x no esta en a. El hecho de que las nociones logicas que aparecen
entre nuestros signos primitivos no sean independientes no importa para
nuestros propositos.

¢ Como se indica en la pagina 158, las sustituciones mencionadas en el caso
Xy =S(x)) y Lx(y=S(x)) son sustituciones de y.



174 Kurt Godel

8. Siaes una formula y X una variable sentencial, entonces
MM X(x) y ZX() son formulas.

9. La clase de los términos y formulas sera la menor clase
que satisfaga 1-8.

Una fila de signos sera una expresion si es un término o una
formula.

Las apariciones’ de las variables en una expresion se clasifi-
can en libres y ligadas del siguiente modo: a cada aparicion de
{1 en una expresion { le corresponde una tunica parte de { que
empieza con la aparicion de I1 y es de la formailt (), siendo t
una variable y n una expresion. Esta parte de { se llamara el
alcance de esa aparicion de I1 en (. Similarmente se define el
alcance de una aparicion de £ o u en {. Una aparicién dada de
la variable t en { estara ligada o libre, segun se encuentre o no
en el alcance de algin I1, £ o u seguido det.

En las anteriores definiciones de términos abiertos y formulas
abiertas, las sustituciones que se indican son las sustituciones de
las apariciones libres de las variables (y esta libre y x ligada en
ux(y =S(x) ¥ en £ x(y =S(x))).

Utilizamost/({) para denotar la expresion obtenida a partir
de {, sustituyendo cada aparicién libre de t en { por n%.

Podemos usar {(t) para representar una expresion en la que t
ap’karezca como una variable libre®, y {(x) para referirnos a

(1)
Et Si { es una expresion y g una variable de funcion, entonces
cada aparicion libre de g en { es como el primer signo de una de
las partes de { de la formaq(r). Podemos ordenar estas partes
a(ty), -, qQ(t,), de forma que si 7; contiene aq(z;), entonces i <j.
Sea #(x) una expresion en la que aparezca x como variable libre.
Sea ', q(15), ---,q (7)) el resultado de sustituirq(z,) por 5(r;)'° en

7 Una apariciéon de un signo (o fila de signos) x en una expresion { es una
parte concreta de { de la forma k.

8 «5» no es, claro esta, un signo de nuestro sistema formal, sino mas bien un
signo metamatematico.

9 Entonces { no representa por si misma una expresion.

10 Mas explicitamente, sea {’ la expresion obtenida a partir de { al sustituir
g(t,) por #(ty), y seanq(z3), ---,q(t},) las partes de {’ en que han sido transformadas
por sustitucion las partesq(z,), ---.q(1,) de {.
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{,d(tp), ---,q(z,); sea ahora (", q(t%), ---,q(z}) el resultado de
sustltuqu(rz) por #(z3) en £, q(z3), ---,q(z,), etc. Denotaremos la
expresion (" mediante 5 moox ()i

Una férmula o en la que aparezcan las distintas variables
libres t,, ..., t, significard lo mismo que ITt, (...(Tt ,())---).

Los axiomas seran las siguientes formulas (A1-C2)*%:

A. Axiomas relativos a las nociones del calculo conectivo
X2Y)o(Y22)o(X>2))
(~X)oX)>X
X=((~X)>Y)
XAY = ~((~X)V (~Y))
XVY =((~X)>Y)
X=Y)=X2Y)A(Y 2X)
X=Y)>(X>Y)
X=Y)o(Y>2X)
Proporcionar la teoria de este grupo de axiomas requeriria
un estudio de la teoria del calculo conectivo.

NN R LN~

B. Axiomas relativos a la nocidon de identidad:
1. x=x

2. x=y>q(x)=q(y)
3. x=yAy=z>z=X

1 Describimos aqui el método propio de sustituir una variable de funcién g
por una expresion x(x) en una expresion {, y denotamos el resultado de la
sustitucion mediante 5" *({). Si #(x) no contiene aq (situacion a la que siempre
se puede llegar en una deduccion mediante un cambio de notacién), entonces
también se puede definir 5" *({) del siguiente modo: reempléacese q(z) por 5(z) en
una de las apariciones libres de g en {, hdgase lo mismo con la expresion
resultante, etc., hasta que se obtenga una expresion en la que g no aparezca como
variable libre. (x debe ser explicitamente destacada como la variable libre de #(x)
que se va a usar en el proceso de sustitucion, porque n(x) puede contener otras
variables libres.)

12" Al escribir estos axiomas y otras formulas empleamos las convenciones
usuales concernientes a la omision de paréntesis. Cualquier abreviacion de una
formula debe considerarse como algo ajeno al sistema formal; las afirmaciones
que versan sobre las formulas del sistema se refieren a su forma no abreviada.
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C. Axiomas que corresponden a algunos de los axiomas de
Peano para los numeros naturales:

1. ~(0=S(x))
2. S(x)=S(y)>x=y

Para completar la definicion del sistema formal considerado,
todavia tenemos que dar la lista de las reglas de inferencia. Debe
interpretarse cada regla como una especificacion de las condicio-
nes bajo las que una fila de signos { es inferible inmediatamente
por tal regla de la formula « (o de las formulas «, f)*3.

1. Si(x)>(f) y a, entonces f.

2. Si o es una férmula, t una variable y t no esta en «,
entonces

a. Si («¢)>(B), entonces (o) o (TTt(B))
b. Si ()>(ITt(B)), entonces (o) =(f)

3. Siaes una formula, t una variable y { no aparece en f,
entonces'#

a. Si («)>(p), entonces (Zt(x)) =(p)
b. Si (Zt(a))>(p), entonces () =>(B)

4a. Si x es una variable numérica, x esta libre en «, 7 €s un
término y ninguna variable libre de t esta ligada en «, entonces

si o, entonces 5] (o)

13 ¢ sera también una férmula siempre que se cumplan las condiciones
indicadas en cada regla. La Regla 1, por ejemplo, podria escribirse mas
explicitamente asi: o sera inferible inmediatamente por la Regla 1 de By y si, y s6lo
si, # y y son formulas y existen filas de signos { y 5 tales que B es (()=>(n), yes{y
o es 7.

14 Esta condicion asegura que siempre que (x)>(B) es una férmula, la
aparicion de o que separa (x) de (f) es la Gltima aparicién de > introducida en
la construccion de (¢)>(f), segun la definicién de féormula. (Podemos decir
entonces que la operacion principal de (¢) >(f) es un condicional cuyo primer y
segundo miembros son oy f, respectivamente.) Esto excluye posibilidades tales
como que sea (X2Y)2((Y>Z, siendo (o) () el axioma Al.



Sobre sentencias indecidibles de sistemas formales matematicos 177

4b. Si q es una variable de funcidn, q esta libre en «, x es
una variable numeérica, 7(x) es un término en el que x esta libre,
ninguna variable libre de 7(x) o de « esta ligada en t(x) o en o, y
7(X) y o no tienen variables ligadas en comun, entonces

si a, entonces | 7™ ()

4c. Si X es una variable sentencial, X esta libre en «, S es
una féormula y ninguna variable libre de B esta ligada en o,
entonces

si o, entonces Ef ()

4d. Si x es una variable numérica, «(x) es una formula que
contiene a x como variable libre y ninguna variable libre de o
aparece como variable ligada en «, entonces

si (B)=>(a(x)), entonces (B)> (a(ux(e(x)))**

15 Si a(x) es una formula que contiene a la variable numérica x libre,
entonces, con la ayuda de esta regla, T x(c(x)) > a(ux(o(x))) es deducible en nuestro
sistema formal. La Regla 4¢ nos permite inferir (X >((~ X) = X)) = (~X) = X) > X)
2(X>X)) a partir del axioma Al {esto es, sustituyendo Y por (~X)> X'y Z por X)
y también Xo((~X)>X) a partir del axioma A3 (sustituyendo Y por X).
Entonces la Regla 1 nos permite inferir de estos dos resultados (((~ X)>X)>X)
5(X>X), y entonces, a partir de esto y del axioma A2, inferir XoX. Por
consiguiente, podemos inferir sucesivamente a(x) >a(x) por la Regla 4c (sustitu-
yendo X por a(x)), a(x) > a(ux(x(x))) por la Regla 4d, a(x}>a(uy((y))) mediante
una o mas aplicaciones de la Regla 6, T x(a(x)) > a{uy(dy))) por la Regla 3a, y
= x(a(x)) > a(ux(c(x))) por la Regla 6. De este modo se deduce en nuestro sistema
formal esta ultima formula que expresa la propiedad esencial de p. Si el sistema
admitiese el uso de u con variables de funciones (es decir, si se afiadiese una regla
de inferencia 4d’ obtenida a partir de 4d reemplazando «x» por «g» y «numérica»
por «de funcion»), entonces para cualquier formula f(g) que contenga a la
variable de funcion g libre seria deducible Xq(f(q))> B(ra(fiq)). Esta ultima
formula expresa el axioma de eleccion para clases de funciones de nameros
naturales.

Obsérvese que mediante nuestra regla formal para g no podemos probar que
px(cx)) es €l menor numero natural x tal que a(x) ni que ux(x(x))=0 si no existe
un tal nimero natural, sino que inicamente podemos probar que si hay numeros
naturales x tales que a(x), entonces ux(o(x)) es uno de ellos (es decir, T x(e(x))

ya(px(a(x))). Esto, sin embargo, bastard para todas las aplicaciones.
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5. Si x es una variable numérica y o(x) es una féormula en la
que x esta libre, entonces

si 0) vy a(x)>a(S(x)), entonces o(x)

6. Sit; yt, son variables del mismo tipo, t; no esta libre en
«, t, no aparece en a, o’ es el resultado de sustituir t; port, en «,
« es una férmula y ' denota la férmula obtenida a partir de § al
sustituir una apariciéon de o en 8 por o, entonces

si B, entonces f'°.

Hay un proceso usado en las pruebas matematicas que no
estd representado en este sistema; a saber, la definicion e
introduccioén de nuevos signos. Sin embargo, este proceso no es
esencial, sino cuestion de mera abreviacion.

4. Una representacion del sistema formal mediante un sistema
de nameros naturales

Para las consideraciones que vienen a continuacion carece de
importancia cual sea el significado de los signos e incluso seria
deseable que fuese olvidado. Las nociones relativas al sistema
considerado de un modo puramente formal pueden llamarse
metamatemdticas.

Los signos primitivos (y por tanto las filas de signos y las
deducciones) son numerables, y por ello se puede construir una
representacion del sistema formal mediante un sistema de
numeros naturales, como haremos a continuacion:

A los signos del sistema formal les asignamos los nameros 1-
13 del siguiente modo:

= X p ()

0 §S = ~ V A >
5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 2 3 4

16 Obsérvese que B podria ser « misma (y entonces f’ seria «’).
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a las variables sentenciales los numeros naturales >13 y =0
(mod 3), a las variables numéricas los numeros naturales >13 y
=] (mod 3) y a las variables de funciones los numeros naturales
>13 y =2 (mod 3). Se establece de este modo una correspon-
dencia biunivoca entre los signos primitivos y los enteros
positivos.

Asignamos nameros naturales a las secuencias finitas de
nimeros naturales por medio del esquema:

a ky, -, k, le corresponde 2¢1-3%2.5k3...  pkn

donde p; es el i-avo nimero primo (en orden de magnitud
creciente). Una fila de signos es una secuencia finita de signos
primitivos y una deduccidén una secuencia finita de filas de
signos. Asignamos a cada fila de signos el numero natural que
corresponde a la secuencia de numeros naturales que se asignan
a sus signos; y asignamos a cada deduccion el namero natural
que corresponde a la secuencia de nimeros naturales asignados
a sus filas de signos. Se determina entonces una correspondencia
biunivoca entre las filas de signos (deducciones) y un subconjun-
to de los niimeros naturales.

Podemos definir ahora una serie de clases y relaciones
metamatematicas entre nimeros naturales incluyendo una co-
rrespondiente para cada clase de filas de signos y cada relacion
entre filas de signos. x sera un f~nimero (B-numero) si hay una
fila de signos (secuencia de filas de signos) a la que x correspon-
da'”. La relacion xyUz entre nameros significara que x, y, z son
f-numeros y la formula que z representa es inferible inmediata-
mente de las formulas que x, y representan. xBy significara que x
es un B-numero, y un f-numero y la secuencia de filas de signos
que x representa constituye una deduccion de la féormula
representada por y. Tenemos también funciones metamatemati-
cas de numeros naturales, como" las siguientes: Neg(x)=el
numero que representa a ~({) en el caso de que x representa {;
y =0si x no es un f-namero. Sh(x;)= el nimero que represente
a 5:’({), la sustitucién de las apariciones libre de t en { por #, si

7B esta por «Beweis». Luego aparece U por «unmittelbar Folge», GI por
«(Glied» y E por «einklammern».
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x, z representan las filas de signos (, # ¢ y la variable t; en otro
caso =0. Estas funciones y relaciones que hemos definido
indirectamente, haciendo uso de la correspondencia entre nume-
ros y filas de signos, son constructivas. No es, por tanto,
sorprendente que sean recursivas primitivas. Probaremos esto
para algunas de las mas importantes definiéndolas directamente
a partir de las funciones y relaciones que ya sabemos que son
recursivas primitivas mediante los métodos, expuestos en el
apartado 2, para generar funciones y relaciones recursivas
primitivas a partir de funciones y relaciones recursivas primi-
tivas '8,

1. x/ye>3zz<xAx=y-z)

«x/y» significa «x es divisible por y». (y-z es recursiva
primitiva. Entonces, por II del apartado 2, x=y-z es recursiva
primitiva. Se sigue entonces por III que x/y es recursiva primiti-
va. Se ha introducido z<x en la definicion para hacer patente
que se aplica III, pero podria haberse omitido sin cambios en el
significado).

2. Prim x & x>1A 132(z<xA 1(z= DA 11(z=x)A x/2)
«x €s un namero primo.

3. Pr0)=0
Pr(n+1) = uy(y <(Pr(n))! + 1A Prim yA y> Pr(n))
Pr(n) es el n-avo nimero primo (en orden de magnitud).

4. n Gl x=puy(y <xAx/(Pr(n)y’ A 71 (x/(Pr(n))’ " ).

n Gl x es el n-avo nimero de la secuencia de numeros
naturales que x representa (es decir, si x=2%, 3%2 .. pkn .. pki
entonces n Gl x es k,).

5. L(x)=py(y<xA(y+1) Gl x=0).
L(x) es el nimero de miembros de la secuencia representada
por x (si x representa una secuencia de numeros naturales).

18 Usamos las notaciones formales (incluyendo las explicadas en el apartado
2) en las siguientes definiciones con el proposito de abreviar la discusion. Estas
notaciones formales no deben confundirse con las filas de signos de nuestro
sistema formal matematico en consideracién.
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6. x*y=pz(z<(Pr(L(x)+ L) ’AVa(n < L(x) - n Gl z
=n Gl x)AVn(0<n<L(y)> (n+L(x)) Gl z=n Gl y)).

* representa la operacion de concatenar una secuencia finita
con otra (es decir, si x=2*1, ..., pkr, y=2"1 .. pls, entonces x *y
=2k19 tty p"fr’ pvl'l+la ] P:s+s)-

Obsérvese que el numero de la secuencia que consiste en el
simple namero x es 2*.

7. E(x)=2"72#%x%2'3,

Si x representa la fila de signos {, entonces E(x) representa ({)
(pues entonces la secuencia de nimeros asignado a los signos de
() es: 12, ky, .., k,, 13, donde ky, -.., k, es la secuencia de nimeros
asignados a los signos de ().

8. Neg(x)=2*x E(x).
Si x representa la fila de signos {, entonces Neg(x) representa

~(0).

9. Imp(x, y)=E(x)*2" x E(y).
Si x, y representan las filas de signos {, #, respectivamente,
entonces Imp(x, y) representa ({)>(x).

10. u Gen x =2°%2"x E(x).

Si u representa la variable t y x la fila de signos {, entonces u
Gen x representa ITt({).

Similarmente para Zt({) y ut({).

11. x=y (mod n)z(z<x+yN(x=y+z -nVy=x+z - n)

x =1 (mod n) tiene el significado usual.

t>13 expresa «t representa una variable». También, usando
11, pueden definirse las clases recursivas primitivas Vart, Var.t y
Varst, que expresan, respectivamente, «¢ representa una variable
sentencialy, «t representa una variable numeérica» y «t representa
una variable de funcion».

Pueden definirse las clases recursivas primitivas Term x, Form
x, Exp x, que expresan, respectivamente, «x representa un
término», «x representa una formula» y «x representa una
expresiony, relaciones recursivas primitivas correspondientes a
las relaciones «t aparece en { como variable libre (ligada)» y
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funciones recursivas primitivas correspondientes a las operacio-
nes de sustitucién usadas en las reglas de inferencia’®.

12. xyU, z < x =Imp(y, z)A Exp x\ Exp y.
«z representa una formula que es inferible inmediatamente
por la Regla 1 de las formulas representadas por x e y».

13. xU, z < Juow(u, v, w<zA Exp vA Exp wA x = Imp(v,
w)A z = Imp(v, (u Gen w)A u > 13A —13k(k < L)\ k Gl v =u))*°.

«z representa una féormula que es inferible inmediatamente
por la Regla 2 de la férmula representada por x».

Similarmente para las demas reglas de inferencia.

14. xyU zeoxyU; zVxU,zV ...V xUs z.

«z representa una formula que es inferible inmediatamente de
la férmula representada por x (o de las formulas representadas
por x e yp.

Cada axioma esta representado por un numero. Sean d,, ...,
a,5 los numeros correspondientes a los axiomas.

15, Ax xeox=a,Vx=a,V..Vx=a,;.
«x representa un axiomanr.

16. Bw x < Vn(0<n<L(x) > (Ax (n Gl x)V Iki(0<i, k<n
A (i Gl x) (k Gl x)U (n GI x))))A L(x) > 0.
«x representa una deduccion».

17. x By < Bw xA\ L(x) Gl x=y.

«x representa una deduccion, y una formula, y la deduccion
representada por x es una deduccion de la formula representada
por y».

La afirmacion de que el sistema esta libre de contradicciones
puede escribirse como una sentencia aritmética del siguiente
modo:

Vxyz(—1(x B zA'y B Neg(z)))

19 Para los detalles de la definicion de las clases, relaciones y funciones de
este tipo, relativas a un sistema similar al que aqui consideramos, véase Godel
[1931]. Véanse especificamente las definiciones 1-31 en las paginas 182-184 [en
este libro, pags. 67-717.

20 3uvw(u, v, w < zA ) representa Ju(Fv(@w(u < zAv<zAw<zA-..). Similar-
mente, Yxyz(«) representa Vx(Vy(vz(a))).
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(es decir, para cualesquiera nimeros naturales x, y, z no es el
caso que x represente una deduccion de la formula o e y de~(x),
donde z representa a «).

5. Representacion de funciones recursivas primitivas
mediante expresiones de nuestro sistema formal

Abreviamos ciertas expresiones formales del siguiente modo:
z, en vez de 0, 2z, en vez de S(0), z, en vez de S(S(0)), etc.
Entonces las z; representan los nimeros naturales en la logica
formal. De nuevo, si f(x;, x,, -) es una funciéon de numeros
naturales, diremos que el término abierto (uy, u,, ...) representa
f(x4, x,, -} si para cada conjunto de numeros naturales m, n, ...,
es deducible ©(z,,, Z,,, ---) =Zp (. n,..y; €D Otras palabras, si ©(z,, z,,
...)=2, es deducible siempre que f(m, n, ...)=k. Si el valor de
f(x4, x,, ---) es independiente de alguna variable x;, entonces 7(u,,
u,, --) no precisa contener la correspondiente variable z;. Del
mismo modo, si Rx,;x, ... es una clase de, o relacion entre,
numeros naturales, diremos que la formula abierta a(uy, u,, -..)
representa Rx,x,... si podemos deducir «(z,,, z,, ---) siempre que
ocurre Rmn... y podemos deducir ~(x(z,, z,, ---)) Slempre que no
ocurra Rmn....

Esbozamos ahora una prueba de que cada funcion, clase y
relacion recursiva primitiva esta representada por alguna expre-
sion de nuestro sistema formal.

La funcidn recursiva x + 1 esta representada por S(w) porque
se puede deducir para cada nimero natural n que S(z,)=2,,,.
La prueba es inmediata, pues, segin nuestras abreviaciones, z,, ;
es S(z,). La funcion constante f(x,, .-, x,)=c esta representada
por z, y la funcion proyectiva Uj(xy, ---, x,) =X; esta representa-

da por u;. .

Si f(xq, ---, x,) esta compuesta de g(xy, .-, Xp) ¥ BiX1, o5 X,)
(1<i<m), y si o(wy, .., W,,) representa g(xy, ---, X,,) ¥ T:(Wy, -,
w,) representa A,(x,, ..., x,), entonces o(t,(Wy, -, W,), -, Tp(Wy,

ey W,)) representa f(xq, ---, X,)-

Si f(x,, -, X,) €s recursiva primitiva respecto a g(xy, -+, X,—1) ¥
h(xy, oy Xpi1), G(Wy, oy W, _y) TEPrEsenta glxy, -, X,-1) ¥ T(Wy,
- W, , ) representa h(x, ..., X, ), entonces uz(Xq(q(0)=a(w,,
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- WA TTu@(S(u)) =1(u,q (u), W, -, W,))Ad(w;)=2)) represen-
ta f(x,, ---, x,)- Esta expresion, llamémosla x(wjy, -.., w,), tiene
intuitivamente el significado deseado. Para cada conjunto de
numeros naturales w;, ..., w, hay una unica funcion g que
satisface las condiciones q(0)=a(w,, -.-, w,), Q(k+1)=1(k, q(k),
W, -, W), ¥ por tanto x(wy, ..., w,) significa «el valor que la
funcion q, que satisface las anteriores condiciones, toma para el
argumento w;». Este valor es, obviamente, f(w, ..., w,). La
prueba de que k( wy, ---, w,) representa realmente f(x,, ---, x,) 8i @
representa g y T representa h es demasiado larga para darla
aqui®'.

1 Si Rxy... es una clase o relacion recursiva primitiva, hay una
funcion recursiva primitiva f(x, y, ---) tal que f(x, y, --.)=0 si
Rxy...y f(x, y, ---)=1 si -1 Rxy-... Hay, por tanto, un (u, v, ...)
que representa f(x, y, ---). 7(u, v, ...)=0 representa Rxy..., pues si
Rmn..., entonces es deducible 1(z,,, z,, ---)=2,=0, y si =1 Rmn...,
entonces es deducible t(z,, z,, ---)=2;, y por tanto ~ (t(z,,, Z,, ---)
=0).

Como ciertas relaciones y sentencias metamatematicas sobre
el sistema formal pueden expresarse como enunciados y relacio-
nes recursivas primitivas sobre él, estas sentencias y relaciones
pueden expresarse en el sistema formal. De este modo, partes de
la teoria cuyo objeto es nuestro sistema formal pueden expresar-
se en el mismo sistema formal. Esto conduce a interesantes
resultados.

Hemos visto que x B y es una relacion recursiva primitiva; y
podemos también probar que d(x, y) es recursiva primitiva,
donde d(x, y) es el numero de la férmula que resulta de
reemplazar todas las apariciones libres de w en la férmula?!¢ de
numero x por z,. (De hecho, si a es el nimero de w y f(n) el
numero de z,, entonces d(x, y) es Sh(x,,")). Hay, por tanto, una

21 Obsérvese que no se precisa esta prueba para la demostracion de la
existencia de sentencias matematicas indecidibles en el sistema considerado. La

razon es que si alguna funcion recursiva primitiva no estuviese «representada»
por la correspondiente expresion construida en las paginas 167-168, esto

implicaria trivialmente la existencia de sentencias indecidibles, 2 menos que fuese
demostrable alguna sentencia falsa sobre numeros naturales.

21a [ Aqui se consideran las formulas que tienen una sola variable libre,
siempre la misma, a saber, w.]}
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formula B(u, v) que representa x B y y un término J(u, v) que
representa d(x, y).

Sea @(w) la formula Tv(~(B(v, d(w, w)))) y sea p el numero
de @(w). Ahora bien, ¢(z,) es la férmula que resulta de reempla-
zar todas las apariciones libres de w en la formula de niimero p
por z, y tiene en consecuencia el numero d(p, p). Por tanto, si
¢(z,) es deducible, entonces hay un k tal que k B d(p, p). Pero
como d(u, v) representa d(x, y) vy B(u, v) representa x B y, se
sigue entonces que f(z,, 6(z,, z,)) es deducible. También es una
propiedad de nuestro sistema formal que siempre que ITv(x(v)) es
deducible, entonces para cada n es deducible «(z,); en consecuen-
cia, si ¢(z,) es deducible, entonces tanto ~ (B(z, 6(z,, z,))) como
B(z4, 8(z,, 2,)) son deducibles y el sistema contiene por tanto una
contradiccion. Concluimos entonces que ¢(z,) no es deducible, a
menos que el sistema sea contradictorio??.

Nos planteamos ahora la pregunta de si ~(¢(z,)) es deduci-
ble si el sistema no es contradictorio. Si el sistema no es
contradictorio, entonces ¢(z,) no es deducible, como ya se ha
visto. Como ¢(z,) es la formula de niimero d(p, p), tenemos que
para todo k—1k B d(p, p), y por tanto para todo k es deducible
~(B(z 5(21)7 Zp)))' Si N(q)(zp))’ es decir, ~(ITv(~(B(v, 5(21» Zp))))),
fuese deducible, tendriamos que seria deducible una formula que
afirma que no es el caso de que para todo k~(f(z,, d(z,, 2,))), ¥
esto, junto con el hecho de que para todo k es deducible ~(f(z,,
0(z,, 2,))), hace que el sistema sea intuitivamente contradictorio.
En otras palabras, si consideramos que el sistema es contradicto-
rio no meramente cuando hay una « tal que tanto o« como ~ (a)
son deducibles, sino también cuando hay una « tal que todas las
formulas ~ ITv(e(v)), alzy), a(z,)..., son deducibles, entonces si
~(@(z,)) es deducible, el sistema es contradictorio en este sentido
débil. Por tanto, ni ¢(z,) ni ~(¢(z,)) son deducibles, a menos que
el sistema sea contradictorio. _

Si nuestro sistema esta libre de contradicciones en el sentido

22 Esta version del argumento sigue las lineas de uno usado por Herbrand en
una exposicion informal en Herbrand [1931]. Es un poco mas breve que mi
prueba original en Goédel [1931]; sin embargo, para que fuese completamente
preciso, deberian haberse afiadido algunas palabras sobre el simbolismo usado
para denotar las filas de signos del sistema. Obsérvese que ITv(~(B(v, d(z,. 2,))))
no es la sentencia indecidible, sino que sélo la denota.
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fuerte (es decir, si para cada o no son deducibles a la vez o y
~(a)), entonces ¢(z,) no es deducible. Pero Vxyz(—1(x B yAz B
Neg(y))) es una afirmacion de que nuestro sistema esta libre de
contradicciones en el sentido fuerte. Por consiguiente, hemos
probado que Vxyz(—1(x B yAz B Neg(y))) = Vx(—1x B d(p, p)).
Los razonamientos mas bien simples empleados en esta prueba
pueden ser calcados en la logica formal para obtener una
deduccion de Contrad = Iv(~(B(v, 6(z,, z,))), donde Contrad es
una formula del sistema que expresa la sentencia Vxyz(—1(x B
yA z B Neg(y))). Entonces, si también fuese deducible Contrad,
podriamos usar la Regla 1 para inferir Ilv(~(B(v, d(z,, z,)))) 0
¢(z,), en cuyo caso, como ya se ha visto, el sistema contendria
una contradicciéon. De aqui que Contrad no pueda ser deducido
en el mismo sistema, a menos que el sistema contenga una
contradiccion.

6. Condiciones que un sistema formal debe satisfacer
para que los anteriores argumentos sean aplicables

Consideremos ahora un sistema formal (en el sentido del
apartado 1) que satisfaga las cinco siguientes condiciones:

(1) Suponiendo que los signos y las filas de signos hayan
sido numerados de un modo similar al efectuado para el sistema
particular antes considerado, entonces la clase de los axiomas y
la relacion de inferencia inmediata seran recursivas primitivas.

Esta es una condicion precisa que en la practica sirve de
sustituto a la imprecisa exigencia del apartado 1, de que la clase
de los axiomas y la relacién de inferencia inmediata sean
constructivas.

(2) Existiran ciertas secuencias de expresiones z, (que repre-
senten a los nimeros naturales ») tales que la relacion entre n'y
el namero representado por z, sea recursiva primitiva.

(3) Existira un signo ~ (negador) y dos signos v, w
(variables) tales que para cada relacion diadica recursiva primiti-
va habrd una formula ofv, w) del sistema tal que «(z,, z,) ¢s
deducible si la relacion se da entre p y g, y ~(xz,, z,) es
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deducible si p y ¢ no estan en esa relacion; también puede haber
en vez del signo ~ una fila de signos {(x) que no contenga a v ni
a w y tal que lo anterior sigue valiendo si consideramos que
~(x) esta en lugar de {(«).

Las filas de signos a(v, w) que representen relaciones recursi-
vas primitivas y sus negaciones ~ (a(v, w)) se llamaran férmulas
relacionales diddicas recursivas primitivas; y a(v, z,) y ~(av, z,))),
formulas relacionales monddicas recursivas primitivas.

(4) Habra un signo IT tal que si [Tv(x(v)) es deducible para
una féormula relacional monadica recursiva primitiva a(v), enton-
ces para todo k sera deducible a(z,); en vez del signo simple I1,
puede haber una fila de signos {(x) que no contenga a v y tal que
lo anterior valga también cuando ITv(x(v)) esta en vez de {(a(v)).

(5) El sistema estara libre de contradicciones en los dos
siguientes sentidos:

a) Si ofv, w) es una formula relacional diddica recursiva
primitiva, entonces no seran deducibles a la vez oz, z,) y
~(dzp, 2,)).

b) Si a(v) es una foérmula relacional monadica recursiva
primitiva, entonces no seran deducibles todas las férmulas

~(HV(O((V))), “(Zo)a OC(Zl), OC(ZZ)’

Usando (1), x B y, d(x, y) y k B d(n, n) (tal como antes han
sido definidas) son recursivas primitivas. Entonces, por (3) hay
una o(v, w) tal que si k B d(n, n), entonces ofz,, z,) es deducible, y
si =1k B d(n, n), entonces es deducible ~(a(z,, z,)). Teniendo en
cuenta que «(v, w) tiene el mismo papel que fS(v, o(w, w)) en
nuestro sistema formal, podemos probar con razonamientos
similares a los del apartado 5 que si p es el nimero de ITv(~ (a(v,
w))), entonces (5a) implica que no es deducible ITv(~ (x(v, z,))), ¥
(5a), junto con (5b), implica que ~(ITv(~(x(v, z,)))) no es
deducible. También, como antes puede establecerse, que
Vxyz(—1(x B yAz B Neg(y)) » Vx(—1x B d(p, p)). No enumera-
mos las posteriores condiciones bajo las cuales es posible
convertir una prueba intuitiva de esto en una deduccion de
Contrad > T1v(~(a(v, z,))). (Siendo Contrad definido como antes.)
Son, sin embargo, condiciones satisfechas por todos los sistemas
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del tipo en consideraciéon que contienen una cierta porcioén de
aritmética ordinaria, y por tanto estos sistemas no pueden
contener una prueba de su propia consistencia.

7. Relacion de los anteriores argumentos con las paradojas

Hemos visto que podemos construir en un sistema formal
afirmaciones sobre el sistema formal, algunas de las cuales
pueden ser deducidas, mientras que otras no, segiin lo que digan
sobre el sistema. Compararemos este hecho con la famosa
paradoja de Epiménides («El mentiroso»). Supongase que el 4 de
mayo de 1934 X hace una Unica afirmacion: «Cualquier afirma-
cién que X haga el 4 de mayo de 1934 es falsa.» Claramente esta
afirmacion no puede ser verdadera. Tampoco puede ser falsa,
pues el Ginico modo de que sea falsa es que X haya hecho una
afirmacion verdadera en el tiempo especificado y en ese tiempo
sOlo hizo la afirmacion citada.

La solucidon que Whitehead y Russell sugirieron, que una
sentencia no puede decir nada sobre si misma, es demasiado
drastica. Hemos visto que podemos construir sentencias que
hacen afirmaciones sobre si mismas, y de hecho son sentencias
que sdlo contienen funciones definidas recursivamente y por ello
tienen sin duda significado. Incluso es posible construir para
cada propiedad metamatematica P que puede ser expresada en
el sistema una sentencia que diga de si misma que tiene esa
propiedad?3. Si suponemos que a(z,) significa que » es el nimero
de una fila de signos que tiene la propiedad P, entonces, si
o(S(w, w)) tiene el niimero p, «(8(z,, z,)) dice que ella misma tiene
la propiedad P?*. Esta construccion sélo se puede llevar a cabo
si la propiedad P puede expresarse en el sistema, y la solucion de
la paradoja de Epiménides estriba en que esto Gltimo no es
posible para cualquier propiedad metamatematica. Considere-
mos la anterior afirmaciéon hecha por X. X debe especificar un

23 Esto fue observado por primera vez por R. Carnap en Carnap [1934],
pag. 91. .

4 Naturalmente, podemos encontrar propiedades P para las cuales o(d(z,,
z,)) es deducible y otras para las cuales esto no es deducible.
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lenguaje Ly decir que cualquier afirmacién que ¢l haya hecho en
el tiempo determinado es una afirmacion falsa en L. Pero
«afirmacion falsa en I» no puede expresarse en L, de modo que
su afirmacidn estaba en algun otro lenguaje y por tanto desapa-
rece la paradoja.

La paradoja puede considerarse como una prueba de que
«afirmacion falsa en I» no puede expresarse en I?°, Quisiéramos
ahora establecer este hecho de una manera mas formal para de
este modo obtener un argumento heuristico sobre la existencia
de sentencias indecidibles. Supongamos que 9(z,) significa que
la formula cuyo numero es n es verdadera. Esto es, si n es el
numero de o, entonces *z,) serd equivalente a « Podriamos
entonces aplicar nuestro procedimiento a ~( }(d(w, w))), obte-
niendo ~( }(6(z,, z,))), que dice de ella misma que es falsa, y esto
conduce a una contradiccion similar a la de «kEpiménides». Pero,
por otro lado, Zv(f(v, z;)) es una afirmaciéon en el sistema del
hecho de que la féormula de nimero k es deducible. De este modo
vemos que la clase A de nimeros de formulas verdaderas no
puese expresarse mediante una formula abierta de nuestro
sistema, mientras que si puede expresarse la clase B de los de
formulas deducibles. De aqui se sigue que A#B, y como
suponemos que B A (es decir, que cada férmula deducible es
verdadera), tenemos que B < A4, es decir, que hay una sentencia «
que es verdadera pero no es deducible. Entonces ~(x) no es
verdadera y en consecuencia no es deducible, esto es, o es
indecidible?®.

25 Para un examen mas detallado de este hecho, véase Tarski [1933]
(articulos traducidos al inglés en Tarski [1956] (véanse en especial las pags. 247 y
ss.)) vy Tarski [1944]. En estos dos articulos se discute sistematicamente el
concepto de verdad relativo a las sentencias de un lenguaje. Véase también
Carnap [1934a].

26 Obsérvese que este argumento puede lievarse a cabo con absoluta
precision para cualquier sistema cuyas filas de signos tengan un significado bien
definido, en el supuesto de que los axiomas y las reglas de inferencia sean
correctos respecto a este significado y que el sistema contenga a la aritmética. Se
obtienc asi una prueba de la existencia de sentencias indecidibles en este sistema,
pero no un ejemplo particular de una sentencia indecidible.
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8. Equivalentes diofanticos de sentencias indecidibles

Supongamos que Q(x, ---, x,) €s un polinomio con coeficien-
tes enteros. Mediante el uso de cuantificadores 16gicos Vx y 3x*7
podemos hacer ciertas afirmaciones sobre las soluciones en
numeros naturales de la ecuacion diofantica Q(x,, --., x,)=0. Asi,
Ix3x, - 3x, (Q(xy, -+, x,)=0) dice que hay una solucidn;
Vx33x;3x,3x, - 3x,(Q(xq, -, X,)=0) dice que para cualquier
valor dado de x5 la ecuacion resultante tiene una solucion, etc.
Quisiéramos probar que hay una secuencia de cuantificadores
logicos m y una ecuacidon diofantica Q=0 tal que nuestra
sentencia indecidible es equivalente a n(Q =0).

Para probar esto es conveniente hacer uso del concepto
intermediario de expresion aritmética, esto es, de expresion
construida con =1, A, V,— ,«, +, x, =, nimeros naturales,
variables de nameros naturales y los cuantificadores Vx y 3x?7.

Definimos por induccion:

1. Si Py Q® estan construidas con variables, nameros
naturales, + y x, entonces P=Q es una expresion aritmética.

2. Siay f son expresiones aritméticas, entonces ¢, oA f,
aV B, a—f y o+ f son expresiones aritméticas.

3. Si o es una expresion aritmética que contiene a x como
variable libre, entonces Vxo y Ixa son expresiones aritméticas.

Probaremos en primer lugar que si f(xq, ..., X,) €S recursiva
primitiva, entonces hay una expresion aritniética a(x;, ---, x,) tal
que a(Xq, -y Xy Y)f(xq, -, X, )=y, y en segundo lugar, que si
B(xy, -, X,) €5 una expresion aritmética, entonces hay polinomios
QX5 <3 Xpy V1o s V) Y P(X15 -+, Xy V1, -5 Vi), CUYOS coeficientes
son numeros naturales y una secuencia 7 de cuantificadores tales
que ﬁ(xh B X,,)HTE(Q(JCI, vy Xy Vi ooy }’m)=P(x1a s Xy Vs ooy
¥m), donde las x y las y toman valores sobre los nimeros
naturales. Como nuestra sentencia indecidible tiene la forma
Vxy(x), siendo y recursiva primitiva, hay una funcion recursiva

27 Donde x es cualquier variable de nimero natural. )
28 Esto es, si Q y P son polinomios con coeficientes que sean niimeros
naturales.
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primitiva f(x) tal que nuestra sentencia indecidible es equivalente
a Vx(f(x)=0). Hay entonces una expresion aritmética f(x, y) tal
que f(x)=J"'*ﬁ(xa J’) y hay pOlinomiOS Q(x’ Vs Z15 oy Zm) y P(X, Vs
z;, -, Zn,) cuyos coeficientes son numeros naturales y una
secuencia de cuantificadores = tales que S(x, y)—>m(Q(x, y, Z3, -
z,)=P(x, y, z;. ..., z,,)). Entonces nuestra sentencia indecidible es
equivalente a Vxz(Q(x, 0, z{, -, z)=P(x, 0, z{, -, Z,,))

Probamos en primer lugar que las funciones recursivas
primitivas son expresables aritméticamente.

Si f(x)=x+1, entonces f(x)=yx+1=y.

Sif(xy, -, X,)=c, entonces f(xy, ..., X,)=Wow=c.

Similarmente para las funciones proyectivas Uj(xy, -, X,).

Si g(xb oty xm)=)“"0€(x1> s X y)a hi(-xl: ot xn)zyﬂﬁi(xla MRS
X )’) Y .f(xli s xn)=g(hl(x17 ARl X,,), “tty hm(—xl» ‘Tt xn))9 entonces
Sty oo Xp)=Y < Juy oo T (Br(Xpy ooy X UDA A B(Xg, o,
Xp U N\ Uy, ey Uy, V)

En cuanto al caso en que f es recursiva primitiva respecto a g
y h, precisamos una expresion aritmética para b(c, d, i)=y, donde
b(c, d, i) es una cierta funcidén que tiene la propiedad de que para
cada nimero natural k dado y para cada funcion ¢(i) de nimeros
naturales se pueden encontrar niimeros naturales ¢ y d tales que
b(c, d, i)=q(i) (0<i<k). Podemos definir x = y(mod z) como Ju(x
=y4u-zVy=x+u-z), y x>y como Ju(x=y+u)*°. Entonces
definimos b(c, d, i), de modo que sea el minimo residuo no
negativo de ¢ modulo 1+ (+1)-d, es decir, blc, d, )=z z=c
(mod 1+(i+1)-d)Az<(i+1)-d. Para probar que b(c, d, i) tiene
la mencionada propiedad, supongamos una ¢(i) y un k dados.
Escogemos un s mayor que todos los nimeros k, ¢(0), ¢(1), ---,
q(k). Entonces los numeros 1+s!, 14+2-s!, ..., 14+(k+1)-s! son
primos entre si. La razon es que si un nimero primo divide a dos
de ellos, entonces divide a su diferencia (i —j)- s!; pero no puede
dividir a s!, puesto que divide a 1 +i-s!; tampoco puede dividir a
i—j, pues i—j<k<s, y por tanto i —j es un factor de s!. Entonces
si d=s!, podemos encontrar un c¢ tal que c=¢q(i) (mod 1+(i+1)

2% Si permitiésemos que las variables tomasen valores sobre los enteros tanto
negativos como positivos en vez de sobre los nimeros naturales, podriamos
definir x=yp como Juy ... Ju, (x=y+u?+uf+ul+ul), pues cualquier nimero
cnlero positivo es la suma de cuatro cuadrados.
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-d) (0<i<k), puesto que 1+s!, ..., 1 +(k+1)-s! son primos entre
si. Como s>g¢(i) y por tanto 1+(i+1)-s!>g(i), tenemos que g(i)
=b(c, d, i), que es lo que se queria probar.

Sl g(-xls tty xn~1)=y‘_’a(x15 s Xn—1, y)a h(xla Sty xn+1)=y
Hﬁ(xla vees Xyt 15 y)a f(Oa X2, +e0s n) g(x29 Tty n) Yf( + 1’ X2y vees
x)=hk, f(k, x5, -, X,), X3, - X,), entonces f(x, .., xX,)=y
“’Hq(“(xm sy Xy q(O))/\Vu(u+1 <x1 _’ﬁ(u q(u) X25 w00y Xy, q(u
+ DPA g(x,)=1y). Pero si hay una g que satisfaga esta condicion,
entonces hay un ¢ y un d tales que b(c, d, i)=q(i) (0<i<x,) y por
tanto dedd(a(x,, -, X, ble, d, ONA Vu(u + 1 <x; = By, b(c, d, u),
Xy, -y Xy b(c, d, u+1)))/\ b(c, d, x;)=y). A la inversa, esto implica
obv1amente la expresion orlgmal La ultima formula puede
transformarse en la expresion aritmética JcId(Fv(a(xy, -, X
v)Av=b(c, d, DA Vu(u+1<x; - FoIw(Bu, v, x5, -, X, WAV
=b(c, d, yyAw=b(c, d, u+1)))A y=b(c, d, x,)), sustituyendo a(x,,
-, Xp, b(c, d, 0)) por Jv(ax,, -, X, V)A v=Db(c, d, 0)) y sustituyen-
do B(u, b(c, d, u), x5, ---, x,, b(c, d, u+ 1)) por JvAw(B(u, v, x,, -, X,
w)Av=>b(c, d, uyA w=b(c, d, u+1)). Esto completa la prueba de
que todas las funciones recursivas primitivas son expresables
aritméticamente.

Probamos a continuacién que cualquier expresion aritmética
es equivalente a una forma normal n(Q =P), donde P y Q son
polinomios cuyos coeficientes son numeros naturales.

Si en una expresion aritmética no aparecen —1, A, V, —, <,
ni cuantificadores, entonces tiene la forma normal exigida por
definicion (pag. 174).

Supongamos que a<>n(P=Q), donde x no aparece en la
secuencia de cuantificadores que = denota. Entonces Vx o« Vx
n(P=0Q) y Ix ae3Ix n(P=0).

Supongamos también que <> 7'(P'=Q’), donde las variables
de «' son distintas de las de n. Entonces, gracias al hecho de que
YV Ix @(x)=Ix(WV ¢(x)) y de que ¥V Vx @(x)=Vx(yV o(x)), si
x no esta libre en Y, tenemos que

aV e nt(Q=PV Q'=P)
o' (Q—P=0V Q' —P'=0)
< n'(Q—P)-(Q'—P)=0)
ot (Q-Q+P-P=Q -P+Q-P)
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Ademas, —1a+ 1 7(Q =P). Entonces, como T1Vx ¢«—3Ix ¢
y —1dx @<—Vx1¢, podemos introducir el negador en los
cuantificadores n y obtener un 7" tal que

g (mQ=P)
o n"(Q— Py >0)
o (QP+P*22-Q-P+1)
' Iu(Q*+P*=2-Q-P+u+1)
A, = y <> son expresables mediante 71y V.

Modificando ligeramente el argumento se puede permitir que
las variables tomen valores sobre todos los nimeros enteros, en
vez de sélo sobre los nimeros naturales.

Existe, pues, una afirmacién sobre las soluciones de una
ecuacion diofantica que no es decidible en nuestro sistema
formal. Puede probarse que es decidible en el tipo inmediata-
mente superior, pero entonces hay una nueva afirmacion que no
es decidible incluso en ese tipo, pero si lo es en el inmediatamen-
te siguiente, y asi sucesivamente (incluyendo iteraciones transfi-
nitas, describibles en teoria de conjuntos, como las que aparecen,
por ejemplo, en los axiomas mas fuertes de infinitud). En otras
palabras, sobre la base de los principios deductivos usados hoy
en dia en matematicas®® no puede haber ninguna teoria com-
pleta de analisis diofantico, ni incluso de problemas de la forma
7 (Q=0).

Presburger ha dado un conjunto de axiomas para las
relaciones construibles con +, =, y signos logicos junto con un
método para decidir tales relaciones?!. Skolem ha esbozado un
método para decidir relaciones construidas con x en vez de
+32, Sin embargo, en base a los_principios deductivos usados
hoy en matemaéticas, no se puede establecer ningun método

30 Nota afiadida en 19647: Obsérvese que los axiomas sobre todos los
conjuntos o sobre clases de conjuntos que hoy se aceptan no llevan mas lejos
porque se supone que también valen para conjuntos de cierto tipo definido (o
«rango», seglin la actual terminologia). Véase Levy [1960a]. Los principios
deductivos de las matematicas intuicionistas no se toman en cuenta aqui, pues
hasta el momento han probado ser mas débiles que los de la matematica clasica.

M Véase Presburger [1929].

32 Véase Skolem [1930].
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general para decidir relaciones en las que aparecen a la vez + y
X, pues (como antes se ha probado) no puede haber, sobre esta
base, ninguna teoria completa de los problemas diofanticos de la
forma n(Q =0)>.

9. Funciones recursivas

Si g(y) v h(x) son funciones recursivas primitivas dadas,
entonces la funcién f(x, y) definida inductivamente de modo que
O, »)=g(), f(x+1, 0)=h(x), f(x+1, y+D)=f(x, f(x+1, y)) no
es en general recursiva primitiva en el sentido limitado del
apartado 2. Este es un ejemplo de una definicion por induccion
simultanea respecto a dos variables*

Para obtener definiciones aritméticas de tales funciones
tenemos que generalizar nuestra funcién b. La consideracion de
varios tipos de funciones definidas por inducciéon conduce a la
pregunta de qué se quiere decir con «cualquier funcién re-
cursivay.

Se puede intentar definir esta nocidn del siguiente modo: si f
es una funcion desconocida y gy, ---, g, son funciones conocidas,
las g; v f se sustituyen una en otra de los modos mas generales y
ciertos pares de las expresiones resultantes se igualan entonces si
el conjunto resultante de ecuaciones de funciones tiene una y
sélo una solucion para f, entonces f es una funcion recursiva®?

33 [Nota anadida en 1964]: Cuando habiamos de una teoria completa de
alguna clase de problemas en base a ciertos principios de demostracion, nos
referimos a un teorema, demostrable sobre esa base, que indica que (y c6mo)
puede obtenerse la solucion de cualquier problema de esa clase en base a esos
principios. En la posdata se encontrara una version diferente y mas definitiva de
este resultado de incompletud.

34 [Nota afiadida en 1964]: W. Ackermann probd (véase Ackermann
[1928a]) que una funcion muy similar no podia ser definida mediante recursiéon
respecto a una sola variable.

35 Esto lo sugiri6 Herbrand en una comunicacion privada [afiadido en
19647: Dio una formulacion ligeramente diferente en Herbrand [1931], donde
hablaba de «computabilidad». Sin embargo, tampoco en esta definicion exigia
computabilidad mediante reglas formales definidas (obsérvese la frase «conside-
rée intuitionistiquement» y la nota 5). En matematicas intuicionistas, las dos
definiciones de Herbrand son trivialmente equivalentes. En matematica clasica,
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Podriamos entonces tener:

fx, 0)=g,(x)

SO, y+1)=g,()

S, y+1)=g3(y)

Sx+2, y+ ) =gu(f(x, y+2), f(x, f(x, y+2))

Estableceremos dos restricciones en la definicion de Her-
brand. L.a primera consiste en que el lado izquierdo de cada una
de las ecuaciones de funciones que definen a f sea de la forma

f(gi1(x1a Tt x,,), giz(xla B x,,), st gij(xl, Tt X,,)).

La segunda (como se vera después) es equivalente a la
condicién de que todos los conjuntos posibles de argumentos
(ny, ..., nj) de f puedan disponerse de tal modo que la compu-
tacion del valor de f para cualquier conjunto de argumentos (n,,
oy Hy) mediante las ecuaciones dadas requiera Unicamente el
conocimiento de los valores de f para argumentos que preceden
a(nyg, .., ny.

A particr del conjunto dado de ecuaciones de funciones
definimos inductivamente un conjunto de ecuaciones derivadas
del siguiente modo:

(1a) Cualquier expresion obtenible reemplazando por nu-
meros naturales todas las variables de una de las ecuaciones
dadas es una ecuacidon derivada.

(1b) Siky, ..., k, son nimeros naturales y g;;(k;, .-, k,)=mes
una igualdad verdadera, entonces g;;(k;, ---, k,)=m es una
ecuacion derivada.

(2a) Si g;i(ky, ---, k,)=m es una ecuacion derivada, entonces
la igualdad obtenida sustituyendo una aparicion de g;;(k, ---, k,)
por m en una ecuacion derivada es una ecuacion derivada.

(2b) Si f(ky, ---, k,)=m es una ecuacion derivada, siendo k,,
, k,, m nimeros naturales, entonces la expresion obtenida al

L. Kalmar prob6 (véase Kalmar [1955], pag. 93) la no equivalencia de la
recursividad con el primer concepto mencionado de Herbrand. Si el segundo
concepto de Herbrand es equivalente a la recursividad, es una extensa cuestion
cpistemoldgica que todavia no ha sido respuesta. Véase la posdata.
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sustituir una ocurrencia de f(k,, ---, k,) por m en el lado derecho
de una ecuacion derivada es una ecuacion derivada. ‘

Nuestra segunda restriccion a la definicion de Herbrand es
entonces que para cada conjunto de numeros naturales ky, ..., k,,
haya un dnico m tal que f(k;, -, k,)=m sea una ecuacioén
derivada.

Usando esta definicién de la nociéon de funcién recursiva
podemos probar que si f(xy, -, X,) €s recursiva, entonces hay
una expresion aritmética o(x;, -, x,) tal que f(x;, -, Xx,)
zyHOC(Xl, ey Xy y)

Posdata

Como consecuencia de posteriores avances, en particular del
hecho de que, debido a la obra de A. M. Turing, ahora se puede
dar una definicion precisa, adecuada e incuestionable del con-
cepto general de sistema formal, se puede probar rigurosamente
que en cualquier sistema formal que contenga una cierta canti-
dad de teoria numérica finitaria existen sentencias aritméticas
indecidibles y que no se puede probar la consistencia del sistema
en el mismo sistema.

La obra de Turing proporciona un analisis del concepto de
«procedimiento mecanico» («algoritmo», «procedimiento com-
putacional» o «procedimiento combinatorio finito»). Se ha
probado que este concepto es equivalente al de «Maquina de
Turing»?%. Puede definirse un sistema formal simplemente como
un procedimiento mecanico para producir filas de signos, llama-
das formulas deducibles. Para cada sistema formal definido en
este sentido existe un sistema formal definido como en la pagina
151, que tiene las mismas formulas deducibles (y viceversa) en el
supuesto de que el término «procedimiento finito» que aparece
en la pagina 151 se entiende como «procedimiento mecanicon.
Sin embargo, el concepto de sistema formal, cuya esencia
consiste en la sustituciéon del razonamiento por operaciones

36 yéase Turing [1937] y el articulo casi simultineo de Post (Post [1936]).
Respecto a previas definiciones equivalentes de computabilidad que, sin embar-
go, son menos utiles para nuestro propdsito, véase Church [1936a}. Una de estas
definiciones se da en el ‘apartado 9 de este articulo.
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mecanicas con filas de signos, exige este significado. (Obsérvese
que la cuestidon de si existen procedimientos no-mecdnicos fini-
tos*” no equivalentes a ninglin algoritmo no tiene nada que ver
con la adecuacion de la definicion de «sistema formal» y de
«procedimiento mecanico».)

Supuestas estas definiciones que acabamos de mencionar, se
hace superflua la condicion (1) del apartado 6, pues para cada
sistema formal hay un predicado de la forma 3x x B y, donde B
es recursiva primitiva. Ademas se pueden probar los dos resulta-
dos de incompletitud del final del apartado 8 en la forma
definitiva: «No hay ninguna teoria formalizada que tenga res-
puesta para todos los problemas diofanticos de la forma =(Q
=0, y «No hay ningun algoritmo para decidir relaciones en las
que aparezcan a la vez + y x». (En cuanto a teorias y
procedimientos en el sentido mas general indicado en la nota 37,
la situacion puede ser diferente. Téngase en cuenta que los
resultados mencionados en esta posdata no establecen limites de
la capacidad de la razéon humana, sino mas bien de las posibili-
dades del puro formalismo en matematicas>®). En tercer lugar, si

37 Es decir, tales que impliquen el uso de términos abstractos sobre la base
de su significado. Véase Godel [1958].

3% [Nota anadida con posterioridad a 19647

Turing, en Proc. Lond. Math. Soc., 42 (1937), pag. 250, ofrece una argumenta-
cién que se supone muestra que los procedimientos mentales no pueden llevar
mas lejos que los procedimientos mecénicos. Sin embargo esta argumentacion es
inconcluyente, pues depende de la suposicion de que una mente finita sélo es
susceptible de tener un numero finito de estados distinguibles. De lo que Turing
no se da cuenta es del hecho de que la mente, en su uso, no es estdtica, sino que
estd en constante desarrollo. Esto se ve, por ejemplo, considerando la serie infinita
de los axiomas de infinitud cada vez mas potentes en la teoria de conjuntos, cada
uno de los cuales expresa una nueva idea o intuicién. Un proceso similar ocurre
respecto a los términos primitivos. Por ejemplo, el concepto iterativo de conjunto
solo se aclar6é en las Oltimas décadas. Varias otras nociones mas primitivas
aparecen ahora en el horizonte, por ejemplo, ¢l concepto autorreflexivo de clase
propia. Por tanto, aunque en cada estadio del desarrollo de la mente el nimero
de sus posibles estados es finito, no hay razén ninguna por la que este nimero no
podria converger hacia el infinito en el curso de su desarrollo. Es posible que
haya métodos sistematicos para acelerar, especializar y determinar univocamente
este desarrollo, por ejemplo, haciendo las preguntas adecuadas en base a un
procedimiento mecanico. Pero hay que admitir que la definicion precisa de un
procedimiento de este tipo requeriria una profundizacion sustancial de nuestra
comprension de las operaciones bdsicas de la mente. Sin embargo, ya conocemos
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se entiende que «procedimiento finito» significa «procedimiento
mecanico», puede responderse afirmativamente a la pregunta
planteada en la nota 2 en lo que respecta a la recursividad tal y
como es definida en el apartado 9, que es equivalente a la
recursividad que hoy se define. (Véase Kleene [1936] y Kleene
[1952], pags. 220ss y 232ss.)

En cuanto a la eliminacion de la w-consistencia (llevada a
cabo por primera vez por J.B. Rosser (véase Rosser [1936]);
véase Tarski [1953], pag. 49, Cor. 2. En Hilbert y Bernays [1939],
pags. 297-324, se llevd a cabo la prueba de la indeducibilidad de
la consistencia de un sistema en el mismo sistema para la teoria
de nimeros. La prueba puede trasladarse casi literalmente a
cualquier sistema que contenga entre sus axiomas y reglas de
inferencia los axiomas y reglas de inferencia de la teoria de
numeros. Respecto a las consecuencias para el programa de
Hilbert, véase Godel [1958] y el material alli citado. Véase
también Kreisel [1958].

Con un ligero refuerzo de los métodos usados antes en el
apartado 8 se puede probar facilmente que el prefijo de la
sentencia indecidible consta de un bloque de cuantificadores
universales seguido de un bloque de cuantificadores particulares
y que, ademas, el grado del polinomio es 4 (resultado no
publicado).

Un cierto numero de erratas y equivocaciones del articulo
original multicopiado han sido corregidas en esta edicion. Estoy
agradecido al profesor Martin Davis por llamar mi atencion
sobre ellos.

Kurt Godel.

Princeton, N.J.
3 de junio de 1964.

procedimientos vagamente definidos de este tipo, por ejemplo, el proceso de
definir buen-ordenes recursivos de nameros naturales que representan ordinales
cada vez mayores o el proceso de formar axiomas de infinitud cada vez mas
potentes en teoria de conjuntos.



Introduccion a:

Recension de Th. Skolem [1933}]:

«Sobre la imposibilidad de una caracterizacion
completa de la serie numérica mediante

un conjunto finito de axiomas.»

Una teoria axiomatica es categérica si todos sus modelos son
isomorfos entre si. En ese caso podemos decir que la teoria
caracteriza univocamente la estructura de sus modelos. En 1933
Thoralf Skolem publico un articulo probando que ninguna
teoria aritmética de primer orden es categorica, pues toda teoria
aritmética de primer orden tiene modelos (no-estandar) que no
son isomorfos con el sistema de los nimeros naturales, pero para
los que valen todas las afirmaciones de primer orden que se
puedan hacen sobre los nimeros naturales Es decir, el sistema A"
de los numeros naturales y el sistema no-estandar A* construi-
do por Skolem no son isomorfos, pero si son (lo que luego se
llamaria) elementalmente equivalentes, es decir, satisfacen exac-
tamente las mismas sentencias de primer orden. Godel publico
una corta recension del articulo de Skolem, en la que sefiala que
el resultado de la no categoricidad de la aritmética de primer
orden ya se sigue facilmente de sus propias investigaciones en
Godel [1931], lo cual es cierto. Incluso se sigue ya del teorema X
(de compacidad) de Godel [1930]. Pero a Godel se le escapd la
importancia de los métodos empleados por Skolem en su
prueba, que constituyen un precedente de las operaciones con
ultraproductos que preservan la equivalencia elemental.
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El articulo de Skolem —Uber die Unmdoglichkeit einer vollstin-
digen Charakterisierung der Zahlenreihe mittels eines endlichen
Axiomensystems (Sobre la imposibilidad de una caracterizacion
completa de la serie numérica mediante un conjunto finito de
axiomas)— aparecio en 1933 en la revista noruega Norsk matema-
tisk forenings skrifter, ser. 11, n. 10, pags. 73-82. La recension de
Godel aparecio en 1934 en el fasciculo 5 del volumen 7 de la
revista alemana de recensiones Zentralblatt fiir Mathematik und
ihre Grenzgebiete.

I M.



RECENSION DE TH. SKOLEM [1933]:
«SOBRE LA IMPOSIBILIDAD DE UNA
CARACTERIZACION COMPLETA

DE LA SERIE NUMERICA MEDIANTE
UN CONJUNTO FINITO DE AXIOMAS.»

Consideremos las formulas que pueden formarse a partir de:
1.° variables x, y, ..., cuyo dominio de variabilidad esta constitui-
do por los niimeros naturales; 2.° + (adicion) y - (multiplicacion);
3° > y =; 4° los conectores del calculo conectivo; 5.° los
cuantificadores, referidos a variables numéricas. (Funciones mas
complicadas, como, por ejemplo, x!, x’, pueden ser definidas
mediante +, - y las nociones logicas mencionadas.) El autor
prueba que hay un sistema A* de cosas con dos operaciones +,
-y dos relaciones >, = definidas en él, que no es isomorfo con el
sistema A" de los nimero naturales, pero para el que sin em-
bargo resultan validas todas las sentencias expresables mediante
los signos citados al principio, que son validas para el sistema A.
De aqui se sigue que no hay ningun conjunto de axiomas que
solo utilice los conceptos indicados al principio (y por tanto, que
no hay ninguno que utilice solo conceptos de la teoria de
numeros) que determine univocamente la estructura de la serie
numérica, un resultado que también se sigue sin dificultad de mis
investigaciones en Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 38,
174. El sistema A™* construido por el autor consta de las
funciones f;(x) definibles mediante los conceptos citados al
principio, entre las que se define una relaciéon > de tal manera
que primero se determina una funcion g(x), tal que para ¢ada par
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fi» J; ocurre que o bien f(g(x))> f{g(x)) o bien f(g(x)=f{g(x)) o
bien f;(g(x)) < f;(g(x)) para casi todos los x. Las operaciones +, -
se definen para las f; del modo usual. Naturalmente con ayuda
de otros conceptos distintos de los citados al principio es posible
construir sentencias que resulten vélidas en A™, pero no en ¥,
de lo cual se ofrecen algunos ejemplos.



Introduccion a:
[Observacion sobre la demanda]

Durante la 80 sesion del coloquio matematico de Menger,
celebrada el 6 de noviembre de 1934, Abraham Wald present6 su
comunicacion Wald [1936], donde, siguiendo investigaciones
previas de los economistas Walras, Cassel y Schlesinger, se
preguntaba por las condiciones bajo las cuales los sistemas de
ecuaciones no lineales de ciertas teorias de la demanda tendrian
soluciones univocas. Godel observd a continuacion que la deman-
da depende también de los ingresos del empresario y, por tanto,
del precio de los factores de produccion, aunque no dio pista
alguna sobre cual seria el correspondiente sistema «adecuado» de
ecuaciones, cuya solubilidad habria que estudiar. Su breve
observacion aparecioé sin titulo en Ergebnisse eines mathematischen
Kollogquiums, num. 7 (1934-335), pag. 6, publicado en 1936.

I M.

203



[OBSERVACION SOBRE LA DEMANDA]

En realidad la demanda de cada empresario depende también
de sus ingresos, y éstos a su vez dependen de] precio de los
factores de produccion. Se puede formular un sistema de ecuacio-
nes adecuado e investigar si tiene soluciones.
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Introduccion a:
Sobre la longitud
de las deducciones

En el coloquio matematico que se celebraba regularmente en
Viena bajo la direccion de Karl Menger ya en 1931 habia
presentado Godel una ponencia —«Sobre completud y consisten-
cia»— en la que indicaba como en la sucesion de sistemas
formales obtenidos a partir de cierto sistema formal aritmético
de primer orden mediante el afiadido de variables de tipos cada
vez mas altos (y de sus correspondientes axiomas de compren-
sion) ciertos problemas irresolubles en un sistema dado encon-
traban solucion en el sistema siguiente, es decir, ciertas senten-
cias indecidibles de un sistema se volvian decidibles en el
siguiente. Cuatro afios mas tarde Godel volvid a intervenir en el
citado coloquio con una ponencia sobre el mismo tema, en la
que indicaba que no so6lo en cada sistema formal de la sucesion
indicada devienen deducibles (y por tanto decidibles) sentencias
indeducibles (e incluso indecidibles) del sistema anterior, sino
que incluso para un numero infinito de sentencias deducibles en
un sistema dado, sus deducciones pueden ser acortadas de modo
extraordinario (por ejemplo, un millon de veces) al pasar al
sistema formal siguiente. En resumen, al pasar de un sistema
formal a otro de un tipo superior, no sélo podemos deducir
cosas nuevas, sino que también podemos simplificar extraordi-
nariamente las deducciones de las cosas que ya antes eran
deducibles.
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Esta ponencia aparecié bajo el titulo Uber die Linge von
Beweisen (Sobre la longitud de las deducciones) en Ergebnisse
eines mathematischen Kolloquiums, num. 7 (correspondiente a

1934-35, pero publicado en 1936), pags. 23-24. Esta traducida al
inglés por Martin Davis (véase Davis [1965], pags. 82-83).

J.M.



SOBRE LA LONGITUD
DE LAS DEDUCCIONES

Llamemos longitud de una deduccion en un sistema formal S
al numero de formulas de que consta. Ademas, si cada nimero
natural estd representado en S por un simbolo determinado, es
decir, por un numeral (por ejemplo, un simbolo de la forma 1 +1
+1+...+1), entonces una funcioén f(x) puede ser llamada compu-
table en S si a cada numeral m corresponde un numeral n tal que
f(m)=n es deducible en S. En particular, todas las funciones
recursivamente definidas son ya computables en la aritmética
clasica (es decir, en el sistema S; de la secuencia definida mas
adelante).

Sea S; el sistema formal de la logica de i-avo orden, donde
tomamos los nimeros naturales como individuos. Mas precisa-
mente, S; contendra variables y cuantificadores para numeros
naturales, para clases de numeros naturales, para clases de clases
de numeros naturales, etc., hasta clases del i-avo tipo, pero no
variables de tipo superior. En §; dispondremos también de los
correspondientes axiomas logicos. Entonces, como es sabido,
hay sentencias de S; que son deducibles en S;,;, pero no en S,.
Por otro lado, si consideramos las formulas ¢ que son deduci-
bles tanto en S; como en S;,,, entonces resulta lo siguiente: A
cada funcidn f computable en S; corresponden infinitas féormulas
¢, con la propiedad de que si k es la longitud de la deduccion
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mas corta de @ en S; y [ es la longitud de la deducciéon mas corta
de ¢ en §;, , entonces k>f(/). Por ejemplo, si establecemos f(n)
=10%n, entonces hay infinitas formulas cuya deduccién més
corta en S; es mas de 10° veces mds larga que su deduccién mas
corta en S; .. El trdnsito a la légica del tipo inmediato superior no
solo permite deducir ciertas sentencias que previamente eran
indeducibles, sino que permite también acortar extraordinariamen-
te una infinidad de deducciones de que ya disponiamos.

Las formulas ¢ para las que vale la inecuacion k> f(/) antes
mencionada son sentencias aritméricas del mismo caracter que
las sentencias indecidibles de S; construidas por mi, es decir,
pueden ser transformadas en la siguiente forma normal:

7'CQ(X1, X2, ey x,,)=0,

donde x,;, x,, -, x, son variables para enteros, Q es un
polinomio determinado con coeficientes enteros en las n varia-
bles xq, x5, -, X, y © denota un prefijo, es decir, una secuencia
determinada de cuantificadores universales y existenciales afec-
tando a las variables x;, x,, .-, x,,. Tal sentencia expresa asi una
propiedad de la ecuaciéon diofantica Q=0. Por ejemplo, la
sentencia

Vxi Vx, 3x3 3x4 Q(xq, Xx,, X3, X4) =0

asevera que la ecuacion diofantica Q(a, b, x, y)=0 tiene solucio-
nes enteras x, y para todos los valores (enteros) de los parame-
tros, a, b. Si el prefijo contiene cuantificadores universales afec-
tando a x;;, x?, ..., x;, ¥ cuantificadores existenciales afectando
a Xji, Xjy, - Xj,_,» €ntonces deberiamos considerar x;,, .-, X;,
como parametros y la formula de arriba afirmaria que para
cualesquiera valores de los parametros existen soluciones x;,,
Xjys -+ Xj, _ 4, donde el valor de x;, depende sélo de los valores de
los parametros que preceden a x;, en el prefijo.

También puede mostrarse que una funcidon computable en
uno de los sistemas S;, o incluso en un sistema de tipo transfini-
to, ya es computable en S;. Asi el concepto de «computable» es
«absoluto» en cierto sentido, mientras que practicamente todos
los demas conceptos metamatematicos (como deducible, defini-
ble, etc.) dependen de un modo completamente esencial del
sistema formal respecto al cual han sido definidos.



Introduccion a:

La consistencia del axioma
de eleccion y la hipdtesis
generalizada del continuo

Después de varios afios de esfuerzos, en 1938 logré Godel
probar la consistencia relativa del axioma de eleccion y la
hipotesis generalizada del continuo (asi como de otras dos
hipétesis adicionales sobre conjuntos lineales no-medibles y
complementos de conjuntos analiticos) respecto a los axiomas
tipicos de la teoria de conjuntos. En ese mismo afio publico
Godel un anuncio de su descubrimiento. Al afio siguiente ofrecid
una primera y abreviada prueba de la consistencia relativa del
axioma de eleccion y la hipotesis del continuo (véase Godel
[1939]), y en 1940 se publico la prueba mas extensa y desarrolla-
da, presentada por Godel durante un cursillo dado en Princeton
(véase Godel [1940]).

El anuncio de su descubrimiento, recibido el 9 de noviembre
de 1938, aparecioé en 1938 en los Proceedings of the National
Academy of Sciences, vol. 24, pags. 556-557, bajo el titulo The
consistency of the axiom of choice and of the generalized conti-
nuum-hypothesis (La consistencia del axioma de eleccion y de la
hipétesis generalizada del continuo).

J.M.
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LA CONSISTENCIA DEL AXIOMA
DE ELECCION Y DE LA HIPOTESIS
GENERALIZADA DEL CONTINUO

Teorema. Sea T el sistema de axiomas de teoria de conjuntos
obtenido a partir del sistema S*! de von Neumann eliminando el
axioma de eleccion (Ax. III 3*); entonces, si T es consistente
sigue siéndolo si se le afiaden simultdneamente las sentencias 1-4
COmMo nuevos axiomas:

1. El axioma de eleccion (es decir, el Ax. III 3* de von
Neumann).

2. La hipotesis generalizada del continuo (es decir, la
afirmacioén de que para cada ordinal o: 2y, =Na+ ).

3. La existencia de conjuntos lineales no-medibles tales que
tanto ellos como sus complementos son proyecciones biunivocas
de complementos bidimensionales de conjuntos analiticos (y que
por tanto son B, —conjuntos en la terminologia de Lusin?).

4. La existencia de complementos lineales de conjuntos
analiticos que poseen la cardinalidad del continuo y no contie-
nen ningn subconjunto perfecto.

! Véase von Neumann [1929], pag. 227.
2 Véase N. Lusin [1930], pag. 270.
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Un correspondiente teorema vale en el caso de que T denote
el sistema de Principia Mathematica® o el sistema de axiomas de
Fraenkel para la teoria de conjuntos®, eliminando en ambos
casos el axioma de eleccion, pero incluyendo el axioma de
infinitud.

La prueba de los anteriores teoremas es constructiva, en el
sentido de que si se obtuviese una contradiccion en el sistema
ampliado también se podria encontrar una contradicciéon en T,

El método de prueba consiste en construir sobre la base de
los axiomas de T° un modelo en el que las sentencias 1-4
resulten verdaderas. Este modelo, simplificando, consiste en
todos los conjuntos «matematicamente constructibles», donde el
término «constructible» debe ser entendido en el sentido semiin-
tuicionista que excluye procedimientos impredicativos. Esto
significa que los conjuntos «constructibles» se definen como los
conjuntos obtenibles mediante la jerarquia ramificada de los
tipos de Russell si se extiende de modo que incluya 6rdenes
transfinitos. La extension a oOrdenes transfinitos tiene como
consecuencia que el modelo satisfaga los axiomas impredicativos
de la teoria de conjuntos, pues para ordenes suficientemente
altos se puede probar un axioma de reducibilidad. Ademas se
puede probar que la sentencia «Todo conjunto es constructible»
(que abrevio mediante A) es consistente con los axiomas de T,
pues A resulta verdadera en el modelo de los conjuntos cons-
tructibles. A partir de 4 se pueden deducir las sentencias 1-4. En
particular la sentencia 2 se sigue del hecho de que todos los
conjuntos constructibles de niimeros naturales se han obtenido
ya en oOrdenes <w;, todos los conjuntos constructibles de
conjuntos de niimeros naturales en ordenes <w,, etc.

La sentencia 4 afiadida como nuevo axioma parece que
completa de un modo natural los axiomas de la teoria de
conjuntos en la medida en que determina de un modo definido la
vaga nocion de conjunto infinito arbitrario. En conexidén con
esto es importante que la prueba de consistencia de 4 no deja de

¥ Véase A. Tarski [1933a].

4 Véase A. Fraenkel [19257], pag. 250.

* Esto significa que el modelo se construye mediante métodos esencialmente
transfinitos y por tanto proporciona unicamente una prueba de consistencia
relativa, exigiendo como hipdtesis la consistencia de T.
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valer si se afiaden a T axiomas de infinitud mas fuertes (como,
por ejemplo, la existencia de nimeros inaccesibles). Por ello la
consistencia de A parece ser en algin sentido absoluta, aunque
no sea posible en el presente estado de cosas asignar un
significado preciso a esta afirmacion.



Introduccion a:

Prueba de consistencia

de la hipétesis generalizada
del continuo

En 1938 Godel habia anunciado —sin probarlo— su descubri-
miento de la consistencia relativa del axioma de eleccion y la
hipotesis del continuo respecto a los deméas axiomas de la teoria
de conjuntos. La primera prueba de este descubrimiento fue
recibida en la Academia Nacional de Ciencias el 14 de febrero de
1939. A finales de ese mismo afio y principios del siguiente, en
una serie de conferencias en Princeton, Gddel ofreceria una
segunda prueba, esta vez mas desarrollada (véase Godel [1940]).

Las principales diferencias entre la primera prueba y la
segunda son las siguientes: en la primera prueba se toma como
base la teoria axiomatica de Zermelo (y la de Zermelo-Fraenkel),
mientras que en la segunda se utiliza la teoria de von Neumann-
Bernays. La primera prueba se lleva a cabo en el metalenguaje,
considerando que ciertas clases de formulas del lenguaje de la
teoria de conjuntos son a su vez conjuntos para los cuales valen
los axiomas y teoremas. Se afirma, eso si, que el concepto de
«conjunto constructible» podria ser definido dentro de la teoria
misma de conjuntos, de modo que la prueba se efectuase en el
lenguaje de la teoria, pero de hecho ello so6lo se lleva a cabo en la
segunda prueba.

La idea fundamental de la prueba aparece en Godel [1939]
con mayor claridad que en Gddel [1940], pues en el primer
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escrito es posible definir la jerarquia constructible mediante la
sencilla recursion transfinita:

MoH- 1 Ma
M = ﬂgMﬁ (para limite A),

donde M es la clase de los subconjuntos de M, caracterizables
mediante férmulas de primer orden (con una sola variable libre,
cuyas constantes individuales se refieran a elementos de M, y
cuyas variables cuantificadas varien sobre M, ). Es esencial que se
permita que el lenguaje tenga tantas constantes como sean
precisas (en cada caso una para cada elemento de M,). Se dice
entonces que un conjunto x es constructible si y solo si existe un
numero ordinal « tal que xeM,.

El axioma de eleccion vale para los conjuntos constructibles,
pues se puede probar, a partir de la mera construccion de la
jerarquia, que estdn bien ordenados. En cuanto a la hipotesis
generalizada del continuo, el teorema 2, junto con el teorema de
Cantor, permiten probar que vale para los conjuntos constructi-
bles. Los teoremas 3-6 son lemas para la prueba del teorema 2.
Por todo ello esta claro que, si se afiadiese la sentencia 4 («todo
conjunto es constructible»), que mas tarde se formulara como V
=L, a los axiomas de la teoria, tendriamos como teoremas el
axioma de elecciébn y la hipotesis generalizada del continuo
(teorema 8). Los teoremas 7 y 9 estan dedicados a probar la
consistencia relativa de A. Para ello se construyen dos modelos,
M,y M (siendo Q en este articulo el primer niimero inaccesi-
ble), destinados respectivamente a la teoria de Zermelo y a la de
Zermelo-Fraenkel, en los que A4 es verdadera.

Este ‘articulo aparecio en 1939 bajo el titulo Consistency-
proof for the generalized continuum-hypothesis (Prueba de consis-
tencia de la hipotesis generalizada del continuo) en los Procee-
dings of the National Academy of Sciences, vol. 25, pags. 220-224.

J.M.



PRUEBA DE CONSISTENCIA
DE LA HIPOTESIS GENERALIZADA
DEL CONTINUO"

Si M es una clase cualquiera en la que esta definida una
relacion binaria €, entonces llamamos «férmula abierta sobre M»
a cualquier formula abierta ¢ que contenga (ademas de parénte-
sis) unicamente los siguientes signos: 1. Variables x, y, ..., cuyo
ambito de variabilidad sea M. 2. Signos a, ---, @, que denoten?
elementos individuales de M (que llamaremos «las constantes de
o»). 3. € 4. 11 (no), V (0). 5. Cuantificadores para las anteriores
variables x, y, ...°. M* denotard el conjunto de todos los
subconjuntos de M definibles mediante alguna féormula abierta
¢(x) sobre M. Decimos que una funcion n-adica f es una
«funcion en M» si para cualesquiera elementos xy, ..., x, de M
esta definido f(x,, ---, X,) ¥ €s, ademas, un elemento de M. Si ¢(x)
es una formula abierta sobre M con la siguiente forma normal:

1 Este articulo ofrece un esbozo de la-prueba de consistencia de las sentencias
1,2 de Godel [1938] si se identifica T con el sistema de axiomas para la teoria de
conjuntos de Zermelo (Zermelo [1908]) con o sin el axioma de sustitucion y si la
nocién de «Definite Eigenschaft» de Zermelo se identifica con «férmula abierta
sobre el sistema de todos los conjuntos», Véase la primera definicion del articulo.

2 Se supone que para cada elemento de M se puede introducir un simbolo
que lo denote.

3 A menos que se diga explicitamente lo contrario, «férmula abierta»
significard «formula abierta con una (nica variable libre».
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Xy o Xy E]yl e Vm Vz; . Z Hul e Uy e
S(X, X1y o005 Xy V15 o0 Yms Z15 0v5 Zpp Ugs ovey Uy, )

(donde 3 no contiene cuantificadores) y ae M, entonces llama-
mos «funciones de Skolem para ¢ y a» a cualesquiera funciones
en M, fi, - fus 91> = Je» -, T€SPECtivamente, n-adicas, n-+ k-
adicas, ..., tales que para cada Xy, -, X, Zq, -+ Zg, -+, d€ M:

9((1, X1 w00y xmfl (xla e xn)a ""fm (xla A xn)a Z15 o005 £ g1 (xla
vy X Z1y vy Z)s o0y Go (X1s ooy Xy Z1s ey Zp)y o)

La sentencia ¢(a) es entonces equivalente a la existencia de
funciones de Skolem para ¢ y a.

Definimos ahora: My={J}, M,, =M} M, = U M, para

. . p<t

numeros limite 4. Un conjunto x es «constructible» si existe un
ordinal o tal que xeM,, y es «constructible de orden o» si
xeM, ,,—M,. Se sigue inmediatamente que: si x < 8, entonces M,
oMy y M,eM; y que:

Teorema 1. Para cualesquiera conjuntos constructibles x, y, si
x€ey, entonces el orden de x es menor que el orden de y.

Es facil definir un buen orden de todos los conjuntos
constructibles, asociar a cada conjunto constructible (de orden
arbitrario o) una Unica formula abierta ¢, sobre M, como su
«definicién», y asociar ademas a cada par ¢,, a (que consista en
una formula abierta ¢, sobre M, y un elemento a de M, para el
cual @,(a) sea verdadera) «funciones de Skolem designadas para ¢,
a» univocamente determinadas®.

Teorema 2. Cualquier subconjunto constructible m de M,
tiene un orden <w,,, (es decir, un conjunto constructible todos
cuyos elementos tengan ordenes <, tiene un orden <, ).

Prueba: Definase un conjunto K de conjuntos constructibles,
un conjunto 0 de ordinales y un conjunto F de funciones de
Skolem mediante los siguientes postulados I-VII:

I. Mw,cK y mek.

4 Debe asociarse en primer lugar a cada ¢, una forma normal del tipo
indicado antes, lo que puede hacerse muy facilmente.
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II.  Si xeK, entonces el orden de x pertenece a(.

III. SixeK, entonces todas las constantes que aparezcan en
la definicidén de x pertenecen a K.

IV. Siae0y ¢,(x) es una féormula abierta sobre M, todas
cuyas constantes pertenecen a K, entonces:

1. El subconjunto de M, definido por ¢, pertenece a K.

2. Para cualquier ye KN M,, las funciones de Skolem desig-

nadas para ¢, € y 0 para 1, € y (segun que ¢,(y) o 71¢,(¥))
pertenecen a F.

V. Si feF, xy, - x,eK y (x,, ---, X,) pertenece al domi-
nio de f, entonces f(x,, ---, x,)EK.

VL. Six, yeK y x—y# ), entonces el primer elemento® de
x —y pertenece a K.

VIL. Ninghn subconjunto propio de K, 0, F satisface I-VI.

Teorema 3: Si x#+y y x, yeKNM, ,,, entonces existe un
zeKNM, tal que zex—y o zey—x5.
(Se sigue de VI y el teorema 1).

Teorema 4: | KUOUF | =

Pues | M, |=N,y KUOUF se obtiene a partir de M, U{m}
formando la clausura respecto a las operaciones expresada.s en I1-
V1.

Ahora, si denotamos mediante 5 el tipo de orden de 0 y
mediante & al ordinal que corresponde a o en el isomorfismo de
0 en el conjunto de ordinales <#, tenemos:

Teorema 5: Hay una funcién biyectiva h de K en M, tal que
para cada x, yeK: xe y>h(x)eh(y); y para cada xe M., : h(x)=x.
Prueba: La funcién h (que para cada ac( transforma al
conjunto de los elementos de K de orden « en el conjunto de

5 En el buen orden de los conjuntos constructibles.
¢ Los teoremas 3, 4, 5 son lemas para la prueba del teorema 2.
7 m| significa «la cardinalidad dc m».
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todos los conjuntos constructibles de orden &) se define mediante
induccion transfinita sobre el orden, es decir, suponemos que
para algiin «€0 se ha definido un isomorfismo® f de KN M, en
M,® y probamos que puede extenderse a un isomorfismo g de
KNM,., en M; '° del siguiente modo: en primer lugar pue-
de establecerse una funcion biyectiva entre el conjunto de las
formulas abiertas sobre M, cuyas constantes pertenezcan a K (y
por tanto a KNM,) y el conjunto de las formulas abiertas sobre
M; asociando a cada férmula abierta ¢, sobre M, que tenga las
constantes ay, -.., a, la formula abierta ¢, sobre M; obtenida a
partir de ¢ reemplazando a; por a; y los cuantificadores con
ambito de variabilidad M, por cuantificadores con ambito M;.
Tenemos entonces:

Teorema 6: Para cada xe KNM,, @,(x)<>@z(x').

Prueba: Si, (x) es verdadera, entonces existen las funciones
de Skolem designadas para ¢, y x, pertenecen a F (por IV, 2), y
son funciones en KNM, (por V). Por ello la funcion f las
transforma en funciones en M; que son funciones de Skolem
para @; y x', porque la funcion f es un isomorfismo respecto a €.
De aqui que ¢,(x) — @a(x').

Del mismo modo se prueba que —1¢,(x)— —1 @x(x").

Ahora cualquier ¢, sobre M, todas cuyas constantes perte-
nezcan a K define, por IV,1, un elemento de KM, ., ¥
cualquier elemento b de KNM, ., puede definirse mediante una
tal ¢, (si be M, ,— M, esto se sigue de 1lI, y si be M,, entonces
«xeb» es esta ¢,). Por tanto, la anterior funcién de las ¢, en las
@; proporciona una correspondencia g entre KNM, ., v M;
con las siguientes propiedades:

A. g es univoca, porque si ¢,, i, definen el mismo conjunto,
entonces tenemos que, para xe M, NK, ¢,(x)<>y,(x), y por tanto
(X" )y, (x'), por el teorema 6, es decir, @; y y; definen el
mismo conjunto.

8 Es decir, xey—f(x)ef(y). En lo siguiente, f(x) se abrevia por x'.
9 Es decir, de los elementos de orden <a de K en los elementos de orden <4
de M,
-
19" Bs decir, de los elementos de orden <o de K en los elementos de orden
<@ de M,.



Prueba de consistencia de la hipdtesis generalizada del continuo 219

B. Para xeKNM,, yeKNM, ,,: xey—x'eg(y) (Por el
teorema 6).

C. ¢ es biunivoca, porque si x, ye KNM, , | y x#y, entonces,
por el teorema 3, hay un ze(x —y)U(y—x) tal que zeKNM,, y
por tanto z'e(g(x)—g(»)U(g(y)—g(x)), por B. De aqui que
g(x)#9g(y)-

D. g es una extension de la funcion f, es decir, g(x)=x" para
cada xeKNM,.

Prueba: Para cualquier be KNM,, xeb es una correspondien-
te ¢, que lo define, y por tanto ¢; es xeb’, de donde g(b)="b'.

E. g transforma KNM, exactamente en M; (por D)**, y por
tanto transforma KN(M,.,—M,) en M., — M, gracias a C.

F. g es un isomorfismo respecto a €, es decir, para cualesquie-
ra x, yeKNM, ,: g(x)eg(y)«>xey.

Prueba: Si xeKNM,, esto se sigue de B y D, y si
xeKNM, ., —M.,), entonces, por E, g(x)eM ., — M,, de modo que,
por el teorema 1, ambos lados de la equivalencia son falsos.

Gracias a D y F, ¢ es la extension de f que buscdbamos, de
modo que se sigue por inducciéon completa Ja existencia de un
isomorfismo h de K en M,. Ademas, como (por I, II) todos los

ordinales < w, pertenecen a O, tenemos que, para f< w,, B =§,
de lo cual se sigue facilmente que, para xeM,,, x=Ah(x). Esto
finaliza la prueba del teorema 5.

En vistas a probar el teorema 2, considérese el conjunto h(m)
correspondiente a m en el isomorfismo de K en M,. Su orden es
<n<w,,;, porque himeM, y |n|=]0]<¥, por el teorema 4.
Como para xeK, xem<«>h(x)eh(m) tenemos por el teorema 3
que, para xeM, , xemeoxeh(m). Como ademas mcM, , se
sigue que m=h(m'iﬂ M, es decir, que mi‘es la interseccion de dos
conjuntos de orden <, 1, lo que trivialmente implica que tiene
un orden <.

"' Porque f es, por el supuesto inductivo, una funcion exhaustiva de KNM,
en My .
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Teorema 7: M,, , considerado como un modelo de la teoria de
conjuntos, satisface todos los axiomas de Zermelo'?, excepto
quizd el axioma de eleccion, y Mg (siendo Q el primer nimero
inaccesible) satisface ademds el axioma de la sustitucion si en
ambos casos «definite Eigenschaft» y «definite Relation» se
identifican con «formula abierta sobre la clase de todos los
conjuntos» (respectivamente, con una y dos variables libres).

Esbozo de la prueba para M, : los axiomas I y II son
triviales, el axioma VII se satisface para Z=M,,, y los axiomas
III-V tienen la forma IxVu(uex<— @(u)), donde las ¢ son ciertas
formulas abiertas sobre M, . Entonces, por la definicion de
M, .4, existen conjuntos x en M,, . que satisfacen los axiomas.
Pero de los teoremas 1 y 2 se sigue facilmente que el orden de x
es menor que w, para las particulares ¢ en consideracion, de
modo que existen conjuntos x en el modelo que satisfacen los
axiomas.

Para M, los axiomas I-V y VII se prueban exactamente del
mismo modo, y el axioma de la sustitucién se prueba por el
mismo método que los axiomas III-V. Ahora sea A4 la sentencia
«no existen conjuntos no constructibles»*®, R el axioma de
eleccion y C la sentencia «para cualquier ordinal o 2™*=N,, ».
Tenemos entonces:

Teorema 8: A-Ry A—-C.

A — R se sigue del hecho de que se puede definir un buen
orden de todos los conjuntos constructibles, y 4 — C se sigue del
teorema 2, porque [M,, [=N, .

En los mismos sistemas formales de teoria de conjuntos se
puede definir la nocién de «conjunto constructible» y desarrollar
su teoria. En especial se pueden probar los teoremas 2 y 8 a
partir de los axiomas de la teoria de conjuntos. Denotemos la
nocidn de «conjunto constructible» relativizada a un modelo M
de la teoria de conjuntos (es decir, definido en términos de la

12 Véase Zermelo [1908].

3 Para dar un significado intuitivo a 4 debe entenderse por «conjunto»
cualquier objeto obtenible al construir la jerarquia simple de los tipos a partir de
un conjunto vacto de individuos (incluyendo tipos de oOrdenes transfinitos
arbitrarios).
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relacion € del modelo) mediante constructible,,. Tenemos en-
tonces:

Teorema 9: Cualquier elemento de M, (respectivamente M)
es constructible,, (respectivamente constructzbleMQ) en otras pa-
labras: A es verdadera en los modelos M,y Mg,.

La prueba esta basada en los dos s1gu1entes hechos: 1. La
operacion M* (definida en la pagina 197) es absoluta, en el
sentido de que la operacion relativizada al modelo M, vy
aplicada a un xeM,, da el mismo resultado que la operacion
original (similarmente para M,). 2. El conjunto N, que tiene
como elementos a todos los M, (para f<a) es constructibley,,
para cualquier o <w, y constructible M, para cualquier o <),
como se puede ver facilmente por induccion sobre «. Del
teorema 9 y de la deducibilidad (a partir de los axiomas de la
teoria de conjuntos) del teorema 8 se sigue que:

Teorema 10: R y C resultan verdaderas en los modelos M,, 'y
Mo,

La construccion de M,, y de M,y la prueba de los teoremas
7y 9 (y por tanto también del teorema 10) puede efectuarse (tras
ciertas ligeras modificaciones)’* en los respectivos sistemas
formales de la teoria de conjuntos (sin el axioma de eleccion) de
modo que una contradiccion deducida de C, R, 4 y los otros
axiomas conduciria a una contradiccion obtenible en la teoria de
conjuntos sin C, R, A.

!4 En especial para el sistema sin el axioma de la sustitucidn tenemos que
considerar en vez de M, una imagen isomorfica suya (con alguna otra relacion
R en vez de la relacion e), porque M(Uwcontlene conjuntos de tipo infinito cuya
existencia no se puede probar sin el axioma de la sustitucion. El mismo ingenio
se precisa para probar la consistencia de las sentencias 3, 4 del articulo citado en
la nota 1.



Introduccion a:

La consistencia del axioma de eleccion
y de la hipotesis generalizada

del continuo con los axiomas

de la teoria de conjuntos

Dos conjuntos tienen el mismo niimero (cardinal) de elemen-
tos si, y solo si, son biyectables entre si, es decir, si existe una
biyeccion o correspondencia biunivoca entre sus elementos.
Designemos mediante |A| el numero cardinal (o cardinalidad) de
A. A y B tienen la misma cardinalidad, es decir, |A|=|B|, si existe
una biyeccion entre A y B. A tiene menos cardinalidad que B, es
decir, |A| <|B|, si existe una biyeccion entre A y un subconjunto
propio de B, pero no entre A y B. Cantor extendi6 el concepto
de numero cardinal a los conjuntos infinitos. Desde luego, dados
dos conjuntos finitos, A y B, sus correspondientes numeros
cardinales siempre son comparables, es decir, si |A|=ny |B|=m,
entonces n<m o n=m o m<n. Cantor pensaba que lo mismo
pasaba con los conjuntos infinitos, creia que cualesquiera dos
cardinales son comparables, es decir, que para cada dos conjun-
tos (finitos o infinitos) A y B, siempre ocurre que |A]<|B} o |A|
=|B| o |B|<|A|. Esto parece evidente, pero Cantor no logrd
probarlo.

E. Zermelo axiomatizo por primera vez la teoria de conjun-
tos. Los axiomas que puso al frente de la teoria enuncian
diversas propiedades que los conjuntos —intuitivamente conside-
rados— poseen. Asi, por ejemplo, el axioma de extensionalidad
dice que si dos conjuntos tienen exactamente los mismos ele-
mentos, entonces son el mismo conjunto; el axioma del par dice

222
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que para cada dos conjuntos x e y existe el conjunto {x, y} que
tiene como elementos precisamente a x e y, etc. Cuando Zermelo
tratdo de probar que dos cardinales cualesquiera son compara-
bles, se vio obligado a introducir un nuevo principio en la teoria
de conjuntos: el axioma de eleccién, que dice que siempre que
tenemos una coleccion de conjuntos no vacios existe una funcion
que elige un elemento de cada uno de esos conjuntos. Del
axioma de eleccion se sigue no solo la comparabilidad de dos
cardinales cualesquiera, sino muchos otros teoremas intuitiva-
mente claros, tanto de la teoria de conjuntos como de otras
teorias matematicas. Pero aunque la mayoria de los matematicos
aceptaban como evidente el axioma de eleccion, algunos mani-
festaban sus dudas e incluso sus inquietudes ante la posibilidad
de que al socaire de este axioma se introdujeran contradicciones
en la matematica clasica. Gddel probo en 1938 que estas dudas e
inquietudes no estaban justificadas. Si los otros axiomas son
consistentes, es imposible que el afiadido del axioma de eleccion
introduzca contradiccion alguna en la teoria.

Asi como los nimeros cardinales 0, 1, 2, 3, etc,, miden la
cardinalidad de los conjuntos finitos, asi también los ntimeros
cardinales ¥,, N;, N,, N, etc, miden la cardinalidad de los
conjuntos infinitos. &, es precisamente la cardinalidad del
conjunto de los nimeros naturales (o de cualquier otro conjunto
denumerable). La cardinalidad del conjunto de los ntmeros
reales (o la de las partes del conjunto de los naturales, o la de los
puntos de un continuo n-dimensional: linea, plano, etc.) es 2 N
La cardinalidad 1nmed1atamente mayor que N, es N;. Cantor
conjeturé que 2 0= N,, es decir, que no hay cardinalidades
intermedias entre la del conjunto de los numeros naturales y la
del continuo, es decir, que cualquier conjunto infinito de niime-
ros reales o es denumerable o tiene ya la cardinalidad del
continuo. Esta conjetura cantoriana se llama la hipétesis especial
del continuo. La hipétesis generalizada del continuo dice que, en
general, no hay ninguna cardinalidad intermedia entre la de un
conjunto infi mto dado A, |Al=N,, y la del COHjthO de sus
partes, |?A|=2%*. Cantor habla probado que N, <2, para
cada ordinal a. Por tanto, 2%*es distinto de N,. La hipotesis
generalizada del continuo dice que 2™* es la cardinalidad
siguiente a N,, es decir, que para cada ordinal o 28 =N, .



224 Jestis Mosterin

Cantor habia enunciado la hipoétesis del continuo en 1878.
Pero ni ¢l ni nadie habia logrado probarla, a pesar de que
Hilbert habia colocado el problema del continuo (es decir,
demostrar o refutar la hipotesis del continuo) en el primer lugar
de su famosa lista de 23 problemas por resolver presentados al
congreso mundial de matematicos de 1900. En 1938 Godel
probo que la hipotesis del continuo no puede refutarse, es decir,
gue su negacion no se sigue de los otros axiomas de la teoria de
conjuntos, a los que puede afiadirse sin producir contradiccion
ninguna, a no ser que aquéllos ya fuesen contradictorios de por si.

En la teoria de conjuntos tenemos que cuantificar con
frecuencia sobre todos los conjuntos. Pero no tenemos una
intuicién suficientemente clara del universo de la teoria de
conjuntos. Sabemos lo que son los nimeros naturales y tenemos,
por tanto, una visién relativamente clara del universo de la
aritmética. Los nimeros naturales son el 0, el siguiente del 0, el
siguiente del siguiente del 0, y, en general, el resultado de iterar
un numero finito de veces, a partir del 0, la operacioén «siguiente
de». Pero ;jqué son los conjuntos? En 1929 John von Neumann
propuso considerar que los conjuntos son los resultados de
iterar un nimero cualquiera (también infinito) de veces, a partir
del conjunto vacio, las operaciones «conjunto de las partes de» y
«gran union de». Esto nos proporciona una cierta intuicion de la
constitucion del universo de la teoria de conjuntos. Segun esta
concepcion, el universo de la teoria de conjuntos estaria estratifi-
cado de un modo jerarquico y acumulativo: jerdrquico, porque
cada conjunto tendria un cierto rango, se situaria a cierto nivel;
acumulativo, porque cada nivel abarcaria a todos los anteriores.
Von Neumann definié por recursion sobre los ordinales una
funcién R del siguiente modo:

RO)=
R (@+1)=2 R ()
R@#)=UR @

f<z

R procede paso a paso, ordinal a ordinal. En cada paso se
obtiene una nueva capa o estrato de conjuntos. Puesto que los
estratos son acumulativos, si un conjunto se encuentra en uno de
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clos, R(a), también se encuentra en todos los R(f5), con o <p.
Pero siempre hay un minimo o, tal que el conjunto dado se
encuentra en R(a). Ese ordinal o constituye el rango del
conjunto.

Un conjunto es regular si se encuentra en uno de esos
estratos de la jerarquia acumulativa, es decir, el conjunto x es
regular si y s6lo si hay un ordinal «, tal que xeR ().

Von Neumann propuso identificar el universo de la teoria de
conjuntos con la jerarquia acumulativa, es decir, propuso el
axioma de regularidad (o fundacién), que dice que cada conjunto
es regular, que cada conjunto se encuentra en uno de los estratos
definidos por R. Ademas, von Neumann probo6 la consistencia
relativa del axioma de regularidad respecto al resto de los
axiomas de la teoria de conjuntos, construyendo un modelo
interno. Sea T la teoria de conjuntos sin axioma de regularidad.
Si es consistente, posee un modelo <V, E>, donde V es el
universo de los conjuntos, y E la relacién € entre objetos de V.
Sea R el subconjunto de V de los objetos regulares de V, es decir,
de los conjuntos regulares. Sea E | R la restriccion de € a objetos
de E. Von Neumann probé que el submodelo <R, E|R>
satisface tanto a los axiomas anteriores de T como al axioma de
regularidad. Por consiguiente, si T es consistente, 7+ axioma de
regularidad es también consistente.

El procedimiento de prueba de consistencia relativa mediante
la construccion de un modelo interno seria aplicado diez afios
mas tarde con insolito rigor por Godel para probar la consisten-
cia relativa del axioma de eleccion y la hipdtesis del continuo.
Esta prueba, ya anunciada por Godel poco antes en una nota
(véase Godel [1938]) aparecida en los Proceedings of the Natio-
nal Academy of Sciences, fue expuesta por primera vez de un
modo detallado en un cursillo sobre el tema desarrollado por
Godel en el semestre de otofio-invierno 1938-39 en el Instituto
de Estudios Avanzados de Princeton. George W. Brown fue
encargado de tomar los apuntes del cursillo, apuntes publicados
luego como libro, dividido en ocho capitulos.

El capitulo primero presenta los axiomas de la teoria de
conjuntos que se va a investigar. Aunque la axiomatizacion mas
antigua y difundida de la teoria de conjuntos es la de Zermelo-
Fraenkel, Godel incorpora a la suya dos rasgos esenciales de la
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de von Neumann: la distincién entre clases y conjuntos (todo
conjunto es una clase, pero una clase solo es un conjunto si es a
su vez elemento de otra clase) y el axioma de regularidad, asi
como la axiomatizacion finita (es decir, la evitacion de esquemas
axiomadticos), debida a Bernays. Las ideas de von Neumann
fueron expuestas y desarrolladas con mas detalle por Bernays, y
luego adoptadas y precisadas por Godel. Por eso la axiomatiza-
cion resultante suele conocerse con el nombre de von Neumann-
Bernays-Godel, abreviadamente NBG.

El capitulo segundo empieza por probar como teorema el
esquema de existencia de clases que en otras axiomatizaciones se
toma como axioma, es decir, la afirmacion de que para cada
formula ¢(x) (que sea normal, en su terminologia, es decir, entre
otras cosas, que sus variables cuantificadas se refieran todas a
conjuntos) existe una clase A, tal que para cada conjunto x, xe A
si y sdlo si ¢(x). IAVx (xe 4 < @(x)) es un esquema, es decir, una
manera de expresar comprimidamente infinitos teoremas distin-
tos, tantos como distintas formulas ¢(x) hay que cumplen la
condicion citada. Godel prueba este teorema -en la forma
FAYX, o X, (< Xy ey X > €A > (X4, -, X,))— a partir de los ocho
axiomas —formulas concretas— del grupo B expuestos en el
capitulo anterior. El resto del capitulo expone someramente las
definiciones y teoremas elementales tipicos.

El capitulo tercero trata de los nimeros ordinales, introduci-
dos a la manera de von Neumann, segin la cual cada namero
ordinal es el conjunto de todos sus predecesores y estd bien
ordenado por la relacion e. Asi, el 0=, 1={0}, 2={0, 1}, 3
={0, 1, 2}, etc. Ademas expone el teorema de recursion transfini-
ta, que nos permite definir funciones de niimeros ordinales.

El capitulo cuarto trata de los niimeros cardinales. El cardi-
nal de un conjunto dado se identifica con el minimo ordinal con
el que ese conjunto es biyectable.

En el capitulo quinto, finalmente, llegamos al cogollo del
asunto, construyendo el famoso modelo interno de los conjuntos
constructibles. Recordemos la funcion R de von Neumann:

R (0)= &
R@+1)=2?R (v
R(W)=VU R
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Puesto que el axioma de regularidad esta incorporado a la
axiomatizacion de Godel, el universo de su teoria de conjuntos
abarca precisamente los conjuntos regulares. Observemos mas
de cerca la definicion de R y, en especial, su segunda linea. Nos
dice que R (24 1)=2 R (), es decir, que con cada nuevo ordinal
damos el paso del conjunto R () al conjunto de las partes de
R (2). Se trata de un paso gigantesco (como el del conjunto de
los numeros naturales al continuo). En efecto, qué sea el
conjunto de las partes de un conjunto infinito dado es algo de lo
que no tenemos una intuicién suficientemente clara. No sabemos
como construir todas las partes de un conjunto infinito. ;No
seria posible sustituir esa segunda linea por otra que nos
permitiera pasar de un conjunto dado, no al conjunto de todas
sus partes, sino s6lo al conjunto de aquellas de sus partes que
sepamos como definir o construir? Supongamos que tuviéramos
una operacion Df que, aplicada a un conjunto cualquiera, nos
diese el conjunto de aquellas de sus partes que pudiéramos
definir o construir, y solo éstas. Entonces podriamos definir otra
funcioén L, parecida a R, pero mas modesta y comprensible.

LO)= &
L{a+ 1) = Df L(x)
Lz)= U Lp)

Entonces podriamos llamar constructible a un conjunto x si
y solo si hubiera un ordinal «, tal que xeL (x). La tesis de
constructibilidad diria entonces que todo conjunto es construc-
tible.

En realidad, G6del no define la operacion Df de la que hemos
hablado, sino que hace algo equivalente. Todas las clases que se
pueden construir en su teoria de conjuntos se pueden formar por
aplicaciones sucesivas de los ocho axiomas del grupo B, corres-
pondientes al esquema de existencia de clases. G6del define ocho
operaciones binarias, %, %,, ..., %, correspondientes a esos ocho
axiomas. Luego establece una biyeccion J entre el conjunto 9 x Q

x Q de todos los triplos <i, a, f> (donde 0<i<38; a, feQ) y el
conjunto Q de todos los ordinales. Finalmente define una
funcion F para todos los ordinales del siguiente modo. Puesto
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que a cada ordinal y corresponde (mediante J) un cierto triplo
<i, o, > (donde 0<i<8; o, fQ2), basta con definir F (y) en
funcién de ese triplo <i, o, >, lo cual puede hacerse asi: si
1 <i<8, entonces F (y)= %, (F (&), F (f)) —con esto formamos
todos los conjuntos definibles a partir de conjuntos ya construi-
dos—; si i=0, entonces F(y)={F(d)|6 <y} —con esto reunimos
todos los conjuntos construidos hasta un cierto momento en un
solo conjunto—. Para terminar, G6del define la clase L de los
conjuntos construibles como la clase de todos los conjuntos que
resultan de F, es decir, L= {F(x)|acQ}.

Una clase es constructible si todos sus elementos son cons-
tructibles y si su interseccion con cualquier conjunto constructi-
ble es un conjunto constructible. Esto le permite construir el
modelo constructible A. Supongamos que la teoria de conjuntos
T que Godel ha axiomatizado en el primer capitulo sea consis-
tente. Entonces posee un modelo <C, U, E>, donde C es el
universo de las clases, U, el de los conjuntos (por tanto U< C) y
E, la relacion € entre clases,

A=<C', L, E'>, donde C' es el universo de las clases
constructibles y E’ la relacion €, restringida a clases constructi-
bles. A es un modelo interno de la teoria de conjuntos, el modelo
constructible,

En el capitulo sexto se prueba que el modelo constructible A
satisface todos los axiomas de la teoria de conjuntos X, lo cual se
demuestra mostrando que las relativizaciones a L de todos los
axiomas de X son teoremas deducibles de X. Relativizar una
afirmacion sobre conjuntos significa restringirla a los conjuntos
constructibles, es decir, sustituir Vx ¢(x) por Vx(xeL— ¢(x)) y 3x
@(x) por Ix(xe LA ¢(x)).

La tesis de la constructibilidad es la tesis que dice que todos
los conjuntos son constructibles, es decir, que V=L. Nadie
pretende que la tesis de constructibilidad valga en general para
todos los conjuntos, pues ello no corresponde a nuestras intui-
ciones sobre los conjuntos. Pero en el capitulo séptimo Godel
prueba que la tesis de constructibilidad, V=L, vale para el
modelo constructible A. A no es sélo un modelo de X, como se
mostré en el capitulo anterior, sino también de TU{V=L}. Con
esto queda probada la consistencia relativa de V=L respecto
azx.
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En el capitulo octavo, finalmente, prueba Godel que de ZU{ V/
=L} se siguen como consecuencias tanto el axioma de eleccion
como la hipotesis generalizada del continuo. Por tanto, cual-
quier modelo de ZU{¥V=L} sera también un modelo del axioma
de eleccion y de la hipoétesis generalizada del continuo. En
resumen, si la teoria de conjuntos (sin tesis de constructibilidad,
sin axioma de eleccion y sin hipotesis generalizada del continuo)
es consistente, entonces tiene un modelo standard, un submodelo
del cual es el modelo constructible, que ademas de a X, satisface
también a la tesis de constructibilidad, al axioma de eleccién y a
la hipotesis generalizada del continuo, cuya consistencia relativa
respecto a £ queda asi demostrada.

En 1938-39 probd Godel que el axioma de eleccion y la
hipotesis del continuo son consistentes relativamente a (es decir,
compatibles con) los otros axiomas de la teoria de conjuntos. En
1963 probo Paul Cohen que la negacion del axioma de eleccion
y la negacién de la hipdtesis del continuo son también consisten-
tes relativamente a (es decir, compatibles con) los otros axiomas
de la teoria de conjuntos. Entre Gdodel y Cohen probaron, pues,
que tanto el axioma de eleccion como la hipétesis del continuo
son independientes de los demas axiomas. De todos modos el
status de ambas tesis es bien distinto. El axioma de eleccion esta
generalmente aceptado, mientras que la hipotesis del continuo
nunca es utilizada como axioma e incluso el mismo Godel
sospechaba su falsedad. Ocho afios mas tarde, en 1947, Go6del
expuso sus reflexiones filosoficas sobre la situacidon en que
quedaban los axiomas de la teoria de conjuntos en su articulo
«Qué es el problema del continuo de Cantor?» (pag. 340 de este
libro).

Los apuntes que George W. Brown tomé del cursillo de
Godel fueron publicados en forma de libro por Princeton
University Press (Princeton, New Jersey) en 1940 en la serie
Annals of Mathematical Studies, bajo el titulo The consistency of
the axiom of choice and of the generalized continuum-hypothesis
with the axioms of set theory (La consistencia del axioma de
eleccion y de la hipédtesis generalizada del continuo con los
axiomas de la teoria de conjuntos). La obra ha sido reimpresa
varias veces. En estas posteriores reimpresiones se han ido
corrigiendo erratas y pequefios errores y afiadiendo alguna nota.
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En 1965 Gddel afiadid un suplemento que tiene en cuenta los
resultados recientemente obtenidos. Todas esas correcciones y
notas, asi como el suplemento de 1965, quedan incorporadas a
nuestra traduccion.

I M.



LA CONSISTENCIA |
DEL AXIOMA DE ELECCION

Y DE LA HIPOTESIS GENERALIZADA
DEL CONTINUO CON LOS AXIOMAS
DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

Introduccion

En estas conferencias se probara que si los axiomas de la
teoria de conjuntos son consistentes, también lo es el resultado
de agregarles el axioma de eleccion y la hipodtesis generalizada
del continuo de Cantor (es decir, la sentencia que afirma que
para todo o 2N =N,, ). El sistema ¥ de axiomas de teoria de
conjuntos que aqui se adopta incluye el axioma del reemplazo
(véase Fraenkel [1927], pag. 115) y el axioma de «Fundierung»
(véase Zermelo [1930], pag. 31), pero no, por supuesto, el axioma
de eleccion. Este sistema se debe esencialmente a P. Bernays
(véase Bernays [1937-43], 2, pag. 65), y si se excluye el axioma de
eleccion o, para ser mas exactos, se reemplaza el axioma I113* por
el axioma 1113, es equivalente al sistema S* + VI de v. Neumann
(véase v. Neumann [19297). Lo que aqui se probara es que si
fuese posible deducir en £ una contradiccion a partir del axioma
de eleccion o de la hipotesis generalizada del continuo, ésta
podria ser transformada en una contradicciéon obtenida unica-
mente de los axiomas de X. Este resultado se consigue constru-
yendo dentro de X (es decir, utilizando so6lo los signos primitivos
y los axiomas de Z) un modelo A para la teoria de conjuntos con
las siguientes propicdades: 1) las sentencias que afirman que los

24
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axiomas de T valen para A son teoremas deducibles en Z; 2) las
sentencias que afirman que el axioma de eleccion y la hipotesis
generalizada del continuo valen para A son asimismo deducibles
en X. De hecho se puede demostrar que vale para A otra
sentencia’ mucho mas fuerte que tiene ciertas consecuencias
interesantes que van mas alla del axioma de eleccion y la
hipotesis generalizada del continuo (véase la pag. 269).

Para poder definir A y probar sus citadas propiedades a
partir de los axiomas de X es necesario desarrollar previamente
una parte de la teoria abstracta de conjuntos a partir de los
axiomas de X. Esto se hace en los capitulos II-IV. Aunque las
definiciones y los teoremas estan expuestos en su mayor parte en
simbolos 16gicos, la teoria que aqui se desarrolla no debe ser
considerada como un sistema formal, sino como una teoria
axiomatica en la que se presupone que son conocidos el
significado y las propiedades de los simbolos 16gicos. Es claro,
sin embargo, para cualquiera que esté familiarizado con la l6gica
matematica, que las pruebas pueden ser formalizadas usando
unicamente las reglas del «Engerer Funktionenkalkiil» (l6gica de
primer orden) de Hilbert. En varios lugares (en particular para el
«teorema general de existencia», en la pagina 223, y para las
nociones de «relativizacion» y «absolutidad», en la pagina 264)
haremos consideraciones metamatematicas sobre las nociones y

! [Nota adadida en la segunda edicion]. En particular, esta sentencia mas
fuerte implica que existe un buen orden proyectivo de los numeros reales (para
ser mas exactos, un buen orden cuyo correspondiente conjunto de pares es un
conjunto PCA en el plano). Esto se sigue de considerar aquellos pares s, e de
relaciones entre nameros naturales que para algin y <w, son isomorfos al par
de relaciones <, { <af> /F(®)eF(f)} restringidas a y. La clase M de estos pares
s, e también puede ser definida directamente (es decir, sin referencia a la F
previamente definida), exigiendo que 1) s sea una relacion de buen orden para los
numeros naturales, y IT) e satisfaga ciertos postulados recursivos respecto al buen
orden s, que son exactamente analogos a los postulados que definen a F (véase la
Df. 9.3). La definicion de M, realizada de este modo, contiene Gnicamente
cuantificacion sobre niimeros naturales y conjuntos de niimeros naturales (es
decir, nameros reales), lo cual asegura el caracter proyectivo del objeto definido y
posibilita determinar su orden proyectivo contando los «cambios de signo» de
los cuantificadores de nameros reales que aparezcan. Puede entonces ser definido
en términos de M un buen orden proyectivo de los numeros reales (del orden
mencionado). Como consecuencia de este estado de cosas, véase A. Kuratowski
[1949].
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sentencias del sistema 2. El Unico proposito, sin embargo, de
estas consideraciones metamatematicas generales es mostrar
como las pruebas de teoremas de cierto tipo pueden ser efectua-
das por medio de un método general. Y como para probar las
propiedades 1) y 2) del modelo A es necesario considerar
unicamente un numero finito de casos, las consideraciones
metamatematicas generales pueden ser suprimidas si uno se
toma la molestia de realizar las pruebas independientemente en
cada caso’.

En la primera parte introductoria a la teoria de conjuntos en
general (es decir, en los capitulos II-IV) no todas las pruebas han
sido realizadas en detalle, pues muchas de ellas pueden ser
transferidas literalmente de la teoria no-axiomatica de conjun-
tos, y ademas J. v. Neumann (en v. Neumann [1928]) ha dado
un tratamiento axiomatico de ellas sobre una base similar.

Para las nociones logicas utilizamos los siguientes simbolos:
Vx, dx, 71, A, V, -, <, =, !X, que significan, respectiva-
mente: para todo X, hay un X, no, y, o, si... entonces, si y solo si,
es igual a, hay un unico X. X =Y significa que X e Y son el
mismo objeto. «Para todo X» se expresa también en definiciones
y teoremas mediante variables libres.

El sistema X tiene, ademas de la relacion €, dos nociones
primitivas, a saber, «clase» y «conjunto». Las clases son lo que
en la formulacion de Zermelo (véase Zermelo [1908]) aparecen
como propiedades definidas («definite Eigenschaften»). Sin em-
bargo, en el sistema X, a diferencia del de Zermelo, se afirma
explicitamente por medio de un grupo especial de axiomas
(grupo B en la pag.219) como van a ser construidas las
propiedades definidas. Las clases representan al mismo tiempo
relaciones entre conjuntos, a saber, una clase A representa la
relacion que se da entre x e y si el par ordenado <x, y>
(definido en 1.12) es un elemento de A. La misma relacién € se
utiliza entre conjuntos y conjuntos y conjuntos y clases. El
axioma de extensionalidad (el Bestimmtheitsaxiom de Fraenkel)
se aplica del mismo modo a conjuntos y clases, y una clase se

% En particular, también las inducciones completas usadas en las pruebas de
los teoremas 1.16, M1, M2, Gnicamente necesitan extenderse hasta cierto nimero
natural, a saber, 20.
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identifica con el conjunto, si existe, que tenga los mismos
elementos que ella, de modo que todo conjunto es una clase>.
Por otro lado, en virtud del axioma A.2, una clase B que no sea
un conjunto (e.g la clase universal) nunca puede ser un elemento,
es decir, siempre es falso (aunque no carente de sentido) decir
que BeX.

1. Los axiomas de la teoria abstracta de conjuntos

Nuestras nociones primitivas son: clase, denotada por Cls;
conjunto, denotada por ¥ y la relacion diddica € entre clase y
clase, clase y conjunto, conjunto y clase, o conjunto y conjunto.
Las nociones primitivas aparecen en contexto como sigue:

Cls A, A es una clase
%A, A es un conjunto
XeY, Xey, xe¥, xey,

bajo la convencion de que X, Y, Z, ..., son variables cuyo ambito
de variabilidad abarca todas las clases, y de que x, y, z, ..., son
variables cuyo ambito lo constituyen todos los conjuntos.

Los axiomas se distribuyen en cuatro grupos: A, B, C, D.
Grupo A:

Cls x

XeY-%¢X

Vu (ueX oueY)-»X=Y
VxyAzVu(uez—u=xVu=y)

L=

El axioma 1 del grupo expuesto afirma que todo conjunto es
una clase. Una clase que no sea un conjunto se llama clase
propia, esto es:

1. DI Pr Xe1%X

El axioma 2 dice que toda clase que sea miembro de alguna
otra clase es un conjunto. El axioma 3 es el principio de

3 Similarmente, v. Neumann en v. Neumann [192§].
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extensionalidad, que postula que dos clases son iguales cuando
tienen los mismos elementos. El axioma 4 asegura la existencia
del conjunto cuyos Ginicos miembros son x € y para cualesquiera
conjuntos x ¢ y. Ademas, para unos x e y dados, este conjunto,
en virtud del axioma 3, esta definido univocamente. El elemento
z definido por 4 se llama el par desordenado de x € y, y se denota
mediante {x, y}, esto es:

1.1. Df ue{x, yjou=xVu=y
1.11. Df {x}={x, x}

{x} es el conjunto cuyo unico elemento es x.
1.12. Df. <x, y> ={{x}, {x, y}}

<x, y> es el par ordenado de x e y. Obtenemos el siguiente
teorema:
1.13. <x,y> =<u,v>—->x=uly=v,

esto es, dos pares ordenados son iguales si y solo si los
correspondientes elementos de estos son iguales. Es en este
sentido que <x, y> es un par ordenado. La prueba de este
teorema no es dificil. (Véase Bernays [1937-43], 2, pag. 69.)

Ahora puede ser definida la triada ordenada en términos del
par ordenado.

1.14. DI <x,y,z>=<x, <y, z>>

El teorema correspondiente vale para las triadas ordenadas. Se
puede definir por induccion la n-ada del siguiente modo:

115, Df <xy, x5, o, X,> = <Xy, <Xgy ooy Xp> >

L16.  <Xq, ooy Xpy <Xpi1s vos Xpap> > = <Xq, =0y Xy Xt 15
ey Xpgp >

que se prueba por induccion sobre n.
Para que < > pueda ser definido para cualquier valor de n es
conveniente especificar que

1.17. Df <x>=x,

lo que implica la ecuacion 1.16 para el caso p=1.
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Definimos también la inclusion < y la inclusién propia <.
12, DI XcYeVu(ueX »ueY), XcY o XcYAXFY

Se dice que una clase es vacia cuando no tiene elementos; «X es
vacia» se denota por «VacX», es decir:

1.22. Df Vac X -Vu(—ueX)

Cuando X e Y no tienen ningn elemento en comun escribimos
«Dis X Y», esto es, «X e Y son disjuntos».

1.23. Df Dis X YeVuri(ueXAueY)

Se dice que X es univoca, y se denota mediante «Un X», cuando
para todo u existe como maximo un v tal que <v, u>e€X, esto
es:

1.3. Df. Un X oVurw (<v, u>eXA <w, u>eX >v=w)
Los axiomas del segundo grupo tratan de la existencia de clases:
Grupo B:

1. JAVxy (<x, y>€eAxey)

YABIACYu (ueC>ueA A ueB)

VAIBYu (ue B 1ucA)

VA3IBVYx (xeB—13y (<y, x>€A))
VAIBVYxy (<y, x>€eBe xeA)

VAIBYxy (<x, y>€Be <y, x>€A)
VA3IBYxyz (<X, y,z>€Bo <y, z, x> €A)
8. VAIBYxyz (<x, y,z>eBo<x, z, y>€A)

L

El axioma B1 se llama axioma de la relacion €, B2 axioma de la
interseccion, B3 axioma del complemento, B4 axioma del domi-
nio, B5 axioma del producto cartesiano (porque, esencialmente,
garantiza la existencia de Vx 4, siendo V la clase universal), y
B6-8 axiomas de inversion®. Obsérvese que la clase 4 del axioma
Bl y la clase B en los axiomas B5-8 no estin univocamente
determinadas, ya que no se dice nada acerca de si otros
conjuntos que no sean pares (o triadas) pertenecen onoa 4 (o a

4 Obsérvese que los axiomas B7 y B8 tienen como consecuencia teoremas
similares para cualquier permutacion de una triada.
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B). Sin embargo, en los axiomas B2-4 las clases C y B estan
univocamente determinadas (gracias al axioma A3). Estas clases
univocamente determinadas de B2-4 se denotan respectivamente
mediante ANB, —A, % (A), y se llaman interseccion de A y B,
complemento de A 'y dominio de A. Asi que ANB, —Ay 2 (A)
estan definidas por las siguientes propiedades:

14. Df. xeANBe>xeAAN xeB
141. Df xe—Ae1xed
1.5. Df xe@(A)3y(<y, x>€A)

El tercer grupo de axiomas trata de la existencia de con-
juntos.

Grupo C:

1. Ja(Vac aAVx(xea — Ay(yeaAx <y))

2. Vx3IyYuv (uev A vex - uey)

3. Vx3IyVu (ucx—>uey)

4. VxA (UnA—-3dyVYu (uey—~Jovex\ <u, v>cA)))

El axioma 1 es el llamado axioma de infinitud. Dice que hay
un conjunto no vacio a tal que dado un elemento x de a hay otro
elemento y de a del cual x es un subconjunto propio. Segin el
axioma 2, para cada conjunto x hay otro conjunto y que incluye
la union de todos los elementos de x. El axioma 3 garantiza la
existencia de un conjunto que incluye el conjunto de los
subconjuntos de x. El axioma 4 es el axioma del reemplazo, dice
que para cualquier conjunto x y cualquier clase univoca A existe
un conjunto y cuyos elementos son precisamente los conjuntos
que estan en la relacion A con los miembros de x. (En vez de C4,
Zermelo utiliza el Aussonderungsaxiom:

Vx3dyVu(uey—uex A ue A)

esto es, hay un conjunto cuyos elementos son precisamente
aquellos de x que tengan la propiedad A).

El siguiente axioma (cuya consistencia prob6 v. Neumann en
v. Neumann [1929]) no es indispensable, pero simplificard con-
siderablemente el trabajo posterior.
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Axioma D: m1Vac 4 — Ju(ue AADis uA)

esto es, toda clase no vacia A4 tiene un elemento con el cual no
tiene elementos en comun?®. Consecuencia de D es:

1.6. —ixex

pues si hubiese un tal x, x seria un elemento comun de x y {x},
pero, por D, para A={x}, x no puede tener ningun elemento en
comun con {x}. Del mismo modo:

1.7. —(xey A yex)

Se prueba de un modo similar considerando esta vez a {x, y}.
El siguiente axioma es el axioma de eleccion®.

Axioma E: 3A(Und4AVx(—1Vac x - Jy(yexA <y, x> €A)))

Esta es una formulacion muy fuerte del axioma de eleccion, ya
que garantiza la eleccion simultanea, mediante una relacion
univoca, de un elemento de cada conjunto del universo en
consideracion. A partir de esta formulacion se puede probar que
todo el universo de los conjuntos puede ser bien ordenado. Esta
formulacion fuerte del axioma, si es consistente junto con los
otros axiomas, supone, naturalmente, que una formulaciéon mas
débil sera también consistente.

Llamamos X al sistema de axiomas de los grupos A, B, C y
D7. Cuando se enuncie un teorema sin mayores explicaciones
debe entenderse que se sigue de X. Si el axioma E se necesita

> Bste axioma equivale a afirmar que no existen secuencias infinitas y
descendentes de conjuntos® (es decir, tales que x,.,;€x,), donde, no obstante, €l
término «secuencia» se refiere tnicamente a secuencias representables mediante
conjuntos del sistema en consideracion. Es decir (usando las definiciones 4.65, 7.4
y 8.41), el axioma D (gracias a los axiomas de los grupos A, B, C, E) es
equivalente a la sentencia —13y Vu (y(n+ 1)ey(n)).

5 Nota afiadida en la segunda edicion: Usando la Df 4.65 el axioma de
eleccion puede formularse del siguiente modo, equivalente al axioma E; hay
clases A que cumplen: xey—A(y)ey.

7 Las diferencias mas importantes entre £ y el sistema de P. Bernays
(Bernays [1937-43], 2) son:

1) Bernays no identifica los conjuntos con las clases que tienen su misma
extension.
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para un teorema o una definicion, su nimero quedara marcado
por una *,

2. Existencia de clases y conjuntos

Definimos ahora la nocién metamatematica de férmula
primitiva. Una formula primitiva sera una formula bien construi-
da que contenga Gnicamente variables, constantes A, ..., A, € ¥
signos logicos, y tal que todas sus variables ligadas sean
variables de conjuntos. Por ejemplo,

Vu(ue X - ucAd) y Vu(uex—Vo(veu-—rvey))

son férmulas primitivas. Una férmula es no primitiva cuando en
ella aparece VX o 3X.

Mas precisamente, una formula primitiva puede ser definida
recursivamente del siguiente modo: Sean , o, ..., simbolos que
denoten variables o constantes; entonces

1) 1e€o es una formula primitiva.

2) Si @ y ¢ son formulas primitivas, también lo son 71 y
oNY.

3) Si ¢ es una formula primitiva, entonces Ix¢ es una
formula primitiva, y el resultado de sustituir x por cualquier otra
variable de conjunto también es una féormula primitiva.

4) Unicamente las formulas que se obtienen mediante 1), 2)
y 3) son formulas primitivas.

2) Bernays introduce un nuevo axioma que postula la existencia de la clase
de todos los {x}, lo que permite que B7 y B8 sean reemplazados por un sélo
axioma. ;

El axioma D se debe esencialmente a v. Neumann (véase v. Neumann [1929],
pag. 231, axioma VI, 4). Sin embargo, su formulacion es mas complicada por
tener su sistema otros términos primitivos. La formulacién concisa que se utiliza
en este texto se debe a P. Bernays.

8 Nota afiadida en la segunda edicién: El axioma D fue formulado por
primera vez en esta forma con el nombre de «Fundierungsaxiom» por E.
Zermelo en el articulo citado en pdgina 231.
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Los signos logicos diferentes de =1, A y 3 no precisan ser
mencionados, pues pueden ser definidos en términos de estos
tres.

El siguiente metateorema dice que la extension de cualquier
formula primitiva estd representada mediante una clase.

M1. Teorema general de existencia: Si @(x,, --., x,) €S una
formula primitiva que no contiene mas variables libres que x;,
.-, X, (no necesariamente todas ellas) entonces existe una clase 4
tal que para cualesquiera conjuntos x,, .-, X,

< Xqy ey xn>€A<~—>(/)(X1, ey X,,)

Para la prueba de este teorema se precisan varios resultados
preliminares.

Por medio de los axiomas de la interseccion y del comple-
mento es posible probar la existencia de una clase universal V'y
una clase vacta 0. En virtud del axioma de extensionalidad, 0 y V
estan univocamente determinadas por las propiedades:

2.1. Df ¥x—1(xe0)
22. Df Vx xeV

Como consecuencia del axioma B3, el axioma del producto
cartesiano, y B6, el axioma de la relacion inversa, obtenemos:

2.3. YAIBVxy (<x, y>€BexeA)

Los tres siguientes teoremas son también consecuencias de
BS, B7 y BS.

2.31. VA3IBYxyz (<z, X, y>€Be <X, y>€A)
2.32. VAIABVxyz (<x, z, y>€B«> <X, y>€A)
233, YAIABVxyz (<X, y, z>eB o <X, y>€A)

Por ejemplo, el primero de estos teoremas se prueba sustituyen-
do el segundo miembro del par ordenado que aparece en BS por
un par ordenado y reescribiendo apropiadamente las variables.
Los otros dos se obtienen aplicando a 2.31 los axiomas de
inversion (B7 y B8).

Del mismo modo, sustituyendo x por <Xy, X,, -.., Xx,> en B5
obtenemos:
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24, YAIABYyx; ... x, (<, Xy, Xgy -, X, >EB >
<L Xy, oy Xy >EA)

Y a partir de éste, por iteracion:

241, VAIBVy; - Yy Xq o X (< V15 0 Yoo X1 o0
X,>€B & < Xy, -y X,>€A)

Similarmente:

25 VAEIBVyl e Vi Xy Xy (<X1, Vi o Yo X25 oo
X, >€B &« < Xy, -, X,>€A)

Este ultimo teorema puede obtenerse mediante iteracion a partir
del caso k=1, teniendo en cuenta que éste es un caso especial de
2.32 que se obtiene sustituyendo y por <x,, ..., x,> y aplicando
el teorema 1.16.

Los teoremas siguientes se derivan de un modo anilogo
sustituyendo z e y por <y, -+, ¥, >, respectivamente, en 2.33 y
2.3, y aplicando 1.16.

2.6. VAIBYX X3y; - Vi (€ Xy, Xgy Yy, o Vi EB © <Xy,
X, >€A)

2.7. VYAIABYxy, . y, (<X, ¥y, = Vp>€B & x€A)

El siguiente (y de momento el dltimo) teorema es una
generalizacion del axioma B4, el axioma del dominio, y se
obtiene sustituyendo x por <x,, .-, Xx,> en B4.

28. VA3IBYx, ... x, (<xy, -, X,>€B « Ix,
(<Xxq, ey X,>€A))

En particular, B=2(A) satisface esta equivalencia.

Para probar el teorema general de existencia podemos
suponer que ninguna de las constantes A; aparecerd como
primer miembro en la relacion €, ya que A;et puede ser siempre
sustituido por Ix (x=A; A xe1) (por el axioma A2), y x=A;
puede ser reemplazado por Yu(uex—ucA,;) (por el axioma A3).

La prueba de M1 se realiza por inducciéon sobre el numero
de signos légicos que aparezcan en ¢.
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Caso 1. ¢ no tiene signos 1ogicos.

En este caso ¢ tiene dos posibles formas: x,ex, 0 bien X, € A,,
donde [<r, s<n. Si ¢ tiene la forma x,€x,, debemos mostrar que
existe una clase A4 tal que <x,, .., x,> €A« x,ex,. Cuando r=s,
la clase A sera 0, ya que, por 1.6, —1(x,€x,). Si r=s, @ sera de la
forma x,e x, o bien x,ex, donde p<g. En el caso de que
X,E€X, €l axioma Bl garantiza la existencia de una clase F tal
que <x, x,>€Fox,ex, En el caso de que x,ex, Bl y B6
aseguran la existencia de una clase F tal que <x,
x,>eFexex,

Por tanto, en cualquier caso hay una F tal que

<Xp Xg>EF o (x4, -\ Xp)
Por 2.6 hay una F; que cumple:
<Xps Xgy Xgg1s w0y Xg>EF> <X, X, >€F
Por 2.5 existe una F, tal que:
LXpy vy Xy > EFp > <Xpy Xyy Xgg1s ooy X > €F
y finalmente, por 2.41, hay una clase A4 tal que:
<Xp, ey Xy > €A <Xpy oy X >EF,.

Combinando las equivalencias obtenemos que:

< Xqy vony X > EASO(Xy, vy Xp)

Si suponemos que ¢ tiene la forma x,eA,, hay, en virtud de
2.3, una F tal que <x,, X,,1>¢eFe o(xy, -, x,). (En el caso de
que r=n, usando el axioma BS5, se obtiene que <x, ;,
x,> €F— @(xy, ..., x,)). Ahora, como antes, se prueba la existen-
cia de A por medio de los teoremas 2.6 y 2.41 y combinando las
equivalencias resultantes.

Caso 2. ¢ tiene m signos logicos (m>0).
¢ tiene una de las tres siguientes formas:
@ -y (B YA (9 Ix 9

la hipotesis inductiva es que para cada formula primitiva y(x,,
., X,) con my <m signos 16gicos en la que ninguna constante A;
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aparece en el contexto A;e7, hay una clase 4 con las propiedades
exigidas por el teorema. i, y y & son formulas primitivas con
menos de m signos logicos. Y y y tienen como maximo las va-
riables libres x,, ..., x,, mientras que J tiene a lo sumo x, x,, .-,
x, variables libres. A; no puede aparecer ni en { nien y nien 9
en el contexto A;et, pues no puede aparecer en ¢ en ese
contexto. Entonces, por la hipétesis inductiva, existen las clases

B, C y D tales que:
< X1y vy Xp> EBY(xy, oy X4),
<Xy oy Xy > €C o 3(Xq, o0y Xn)s
<Xy X1y ooy X > ED o (x, Xq, ey X,).
Para el caso (a), A es —B, ya que, por el axioma B3,
<Xy ooy Xp>E—Be> <Xy, ., X,> €B,

de modo que
<Xy woey Xp>E—BeoY(xy, - X,),

es decir,
<K Xqy w0y Xp> € “‘B“")(p(xl, "ty xn)a

En el caso (b) 4 sera BNC, pues, por el axioma B2,
<Xqy o0y Xg>€BNC > <Xy, oo, X,>€BA <Xy, ..., x,>€C

asi que
<x1a ) xn>€BmCHlll(xls ] xn)/\ X(xla Tty xn)

y por tanto,
<x1, ceey xn> EBﬂCH (P(xl, “rey xn)

Para (c) A va a ser el dominio, & (D), porque, por el teorema 2.8,
<Xy, ey X, > €D (D) 3Ix (<X, X4, -+, X,>€D)

y por ello,
<X1, ey xn> ey (D)HEX S(X, X1y oy xn)y
de modo que
K Xqy vy Xy > ED (D) p(x4, -y X,).

Con esto se completa la prueba del teorema general de existencia
relativo a las formulas primitivas.
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El teorema general de existencia es un metateorema, es decir,
es un teorema sobre el sistema, no del sistema, y se limita a
indicar de una vez y por todas como realizar en el sistema la
derivacion formal de una formula primitiva dada.

Hasta el momento el teorema de existencia se ha probado
unicamente para férmulas primitivas, pero el uso de simbolos
introducidos por definicién abre un campo mas amplio de
formulas para el cual seria deseable que valiese el teorema de
existencia. Con este objetivo examinaremos los simbolos intro-
ducidos por definicion hasta el momento. Pueden clasificarse en
cuatro tipos del modo siguiente:

1. Constantes: 0, V, ....
2. Relatores: sx, PrX,UnX, XY, ..,

3. Functores: — X, 9(X), XNY, ...,
4. Tipos de variables: x, X, -.. (definidos mediante relatores).

En lo sucesivo serd necesario que todos los functores y
relatores tengan significado, es decir, estén definidos, para
cualquier clase como argumento. Hasta ahora éste ha sido el
caso, excepto para los pares {x, y} y <x, y>, y las n-adas, que
han sido definidos Gnicamente para conjuntos. La extension de
argumentos a clases puede ser efectuada sustituyendo simple-
mente las variables libres de conjuntos en las definiciones por
variables de clases, es decir:

3.1, Df Vu (ue{X, Y} o u=XVu=Y)
3.11. Df. {X}={X, X}
3.12. Df. <X, Y>={{X}, {X, V}}, etc.

En virtud de estas definiciones, {X, Y} puede ser {X, Y} o
{X} o {¥} o 0, seglin sean conjuntos X e Y, o uno de ellos o
ninguno®.

El mismo procedimiento de extension se aplicara en las
definiciones 4.211, 4.65, 6.31 y 7.4, en donde los relatores (o

® Nota afiadida en la segunda edicion: Seria deseable, por razones estéticas,
que, en analogia con el axioma A2, tuviésemos que <X, Y>eZ—%X A% Y. Esto
se puede conseguir facilmente reemplazando en Df. 3.1 u=X por u=XV(PrX
AueX) y del mismo modo u=Y por u=YV(PrYAueY). Si sec adopta esta
definicion puede omitirse %A(x) en Df. 4.65. De otro modo ¢s indispensable.
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functores) considerados estan originalmente definidos solo si
ciertos argumentos son conjuntos .

Las siguientes ideas metamatematicas seran utiles. Un térmi-
no se define inductivamente asi: 1) toda variable es un término y
toda constante es un término; 2) si G es un functor n-ario y ty, ---,
7, son términos, entonces G(zy, ..., 1,) es un término; 3) no hay
mas términos que los obtenibles mediante 1) y 2). Si R es un
relator n-ario y t,, .-, 7, son términos, entonces Rz, ... 7, es una
formula minima. Una formula puede ser definida recursivamente
como el resultado de combinar féormulas minimas por medio de
los signos logicos =1, V, A, —, < y cuantificadores para
cualquier tipo de variables.

Tenemos para cada uno de los cuatro tipos de simbolos un
correspondiente tipo de definicion.

1. Una constante de clase A se introduce mediante un
postulado definicional @(A), donde ¢ es una férmula que solo
contiene simbolos definidos previamente. Es necesario, sin em-
bargo, haber probado antes que existe una Unica clase 4 que
cumple @(A).

2. Un relator R se introduce mediante la estipulacion:

RXI Xn - (p(X17 hhat) Xn)a

donde ¢ es una formula que contiene solo simbolos definidos
con anterioridad.

como observd W. L. Duda, quien llamé mi atencidon sobre su omision en la
primera edicion. No es dificil definir {X, Y} de modo que 1.13 también valga
para clases propias, pero como no va a haber ocasion de utilizar este hecho, no
hay necesidad de modificacion.

10 Obsérvese que en todas estas definiciones no tiene ninguna importancia
como estén definidos los relatores o functores considerados para los argumentos
que sean clases propias''. El unico proposito de definirlas generalizando para
este caso es simplificar los conceptos metamatematicos de «término» y «férmula»
definidos en la pagina 228 y la formulacion de los teoremas M2-M6.

11 Nota afiadida en la segunda edicién: Una observacion similar es aplicable
a muchos otros conceptos cuya definicion usual sélo tiene sentido para ciertas
clases, por ejemplo, Inv y Conecta, etc., para clases de pares; Max y Lim solo para
conjuntos de ordinales (respectivamente, con o sin mayor elemento), etc. Lo
tinico que se pretende en las siguientes definiciones es que, en lo que respecta a
los argumentos para los cuales los conceptos definidos tienen sentido en las
definiciones usuales, concuerden con ellas. Para Max y Lim, por ejemplo, este
requerimiento se satisface haciéndolos a ambos iguales a U. (Véase la Df. 7.31.)
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3. Un functor G se introduce por medio de un postulado
definicional

VXI Xn (p(G(Xl, R Xn)’ Xl’ Tty Xn)a

donde ¢ es una féormula que sélo contiene simbolos anterior-
mente definidos y previamente ha sido probado que

VX, o X, 3Y oY, Xy, -, X,).

4. Una variable x se introduce mediante la estipulacion de
que para toda formula ¢, Vx ¢(x) significa:

VXRX — ¢(X))
y Ixop(x) significa:
IX(RX A o(X)),

donde R es un relator previamente definido cuya extensidon es
llamada el dmbito de variabilidad de x.

Podemos llamar «conceptos» tanto a los relatores como a los
functores.

Todas las definiciones introducidas hasta aqui son de este
tipo: R se llama un relator normal si hay una féormula primitiva ¢
tal que

R Xl Xn « (p(Xl’ Tt Xn)’

G se llama un functor normal si hay una formula primitiva ¢ tal
que
YEG(XD tTts Xn) « (p(Y; Xla Tty Xn),

y una variable se llama normal cuando su ambito de variabilidad
son los elementos de una clase. La formula o(X4, ..., X,) se llama
normal si Unicamente contiene functores normales, relatores
normales y variables normales ligadas; un término se llama
normal cuando sélo contiene functores normales.

M2. Toda formula normal es equivalente a alguna férmula
primitiva y, por tanto, M1 es valido también para cualquier
formula normal (X, -, X,).

Prueba: Sea ¢(X4, ---, X,) una formula normal dada. Ya que ¢
solo contiene variables normales ligadas, todas las variables liga-
das que no sean variables de conjuntos pueden ser sustituidas por



La consistencia del axioma de eleccion... 247

variables de conjuntos, por ejemplo, Ixy(x) por Ix(xeA A y(x)),
donde A define el ambito de variabilidad de la variable x. Ahora,
puesto que todos los relatores R que aparecen en ¢ son
normales, en cada caso se puede reemplazar la formula minima
Rzt, ... 7, por su equivalente ¥(z,, ..., 7,), donde Y (X, .-, X,) es
una féormula primitiva. De este modo, el unico relator que
queda es €. De nuevo, siempre que en la expresion 7 €0, T no sea
una variable de conjunto, la expresion puede ser transformada
como se indica en la pagina 224, tras el teorema 2.8, de modo
que unicamente queden féormulas minimas de la forma uee. Si o
no es una variable o una constante es de la forma G (zy, ..., 7,),
donde G es un functor normal. Pero ueG(z,, ---, 7,) puede ser
reemplazado por ¥(u, 74, .-, 7,), donde ¥ es una férmula
primitiva que cumple ueG(r,, ..., 7)o, 14, ..., 7,). De este
modo se reduce ¢ eliminando todos los functores. El resultado
final de tales reducciones no puede ser otra cosa que una
formula primitiva.

Con esto se acaba la prueba de que M1 es valido para
formulas normales. S6lo queda comprobar que todos los con-
ceptos introducidos hasta el momento son normales. Esto se
hara construyendo para cada una de las correspondientes
expresiones YeG(X,, -, X,) y RX, ... X,, fébrmulas equivalentes
que solo contengan relatores, functores y variables ligadas que
previamente haya sido probado que son normales. Estas formu-
las son, en virtud de M2, equivalentes a férmulas primitivas.

XeY: € es normal, pues XeYes, por si misma, una féormula
primitiva.

X =YoVuueX—ueY)

X Ju(u=X)

PrX—1 %X

ZelX, V> (Z=XVZ=Y\GZ

Ze <X, Y>oZe{{X}, {X, Y}} y del mismo modo para
triadas, etc.

X cYoVu(ueX — uey)

XcYeoVuueX »ueY)AX+Y

UnX o Vuow(<u, v>eX A <w,v>€eX— u=w)
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Xe—A—>FXAN1XeA
XeANB—XeAN XeB
XeP(A)o=€X A Jy(<y, X>€A)
VacX < 13u(ueX)

DisX Y &1 Ju(ue X AueY)

Los teoremas generales de existencia M1 y M2 (y asimismo
los ultimos teoremas M3-M6) se usan frecuentemente en estas
paginas sin ser citados explicitamente.

Las constantes A, ..., A, que pueden aparecer en la formula
normal ¢(X;, ..., X,) son totalmente arbitrarias y pueden, por
tanto, ser reemplazadas por las variables de clase X, ..., X,, de
modo que el teorema de existencia toma la siguiente forma:

M3, VX, ... X, JAVX; - X, (< Xq, = X, >€EA o @(Xq,
X Xy, o+ X4)), 81 @ es normal.

Las siguientes definiciones estdn en su mayor parte basadas
en esta version del teorema de existencia. Esta claro, tras
analizarlo, que en cada una de las aplicaciones de M3 ¢ es
normal.

El producto cartesiano A x B se define mediante el postulado:

4.1. Df Vx(xeA x Bedyz (x=<y, z> A ye A A zeB))

En esta aplicaciéon de M3, 4 y B han sido consideradas como
las constantes. La definicion asegura la existencia de A x B para
todo 4 y B. El axioma de extensionalidad garantiza que 4 x B es
unico.

411. Df A2=A4Ax A4

412. Df. A3=Ax(4?)

A*, A3, ..., se definen similarmente. De este modo V? es la clase de
todos los pares ordenados, V? es la clase de todas las triadas
ordenadas, etc. Como toda triada es un par, se sigue que

4.13. VPcV?

Las relaciones van a ser definidas como clases de pares ordena-
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dos, las relaciones triddicas como clases de triadas ordenadas,
etc.

42. Df RelX X cV?
421. Df. Reb XX c V3

y similarmente para n>=2. «RelX» también puede escribirse
como «Rel, X».

Si A es una relacion, entonces <x, y> €A puede leerse «x
esta en la relacion A con y», y puede escribirse xAy, es decir,

4211. Df xAy & <x, y>eA.

Las relaciones podrian ser consideradas como funciones
equivocas, de modo que xAy podria ser también leido como «x
es un valor de A para el argumento y», 0 como «x €s una imagen
de y en A», o, por ultimo, «y es un original de x en A». Como un
corolario del axioma de extensionalidad hay un principio de
extensionalidad para relaciones:

422. RelX A RelY— Vuv(<u, v>eX o <u,v>eY)—
X=Y)
El principio de extensionalidad para relaciones es valido tam-

bién para relaciones n-ddicas de un modo similar. Como conse-
cuencia de esto, el teorema de existencia toma la forma:

M4. Para cada férmula normal ¢(x,, ..., x,) hay una Gnica
relacion n-adica A tal que Vx; .. x, (<Xy, -, X > €A o @(xq, -y

X))-

La prueba es inmediata. Escojase una clase arbitraria A" que
satisfaga la condicion y sea A= A'NV". A es una relacion n-adica
y, a causa del principio de extensionalidad 4.22, es Unica.

A, tal y como queda definida por M4, se denota mediante
{<Xqy ey X0 > [ @y, -y X,)}. Siaty, -, &, SON variables normales,
{ <oy, oy 00,> /@0y, -, )} es, por definicién, lo mismo que
{<xy, ooy Xp> /01, s X)) A x6CA ... Ax,eC}, donde C es
el ambito de variabilidad de las variables o;. (Obsérvese que el
simbolo {<..>/...} no pertenece a ninguno de los cuatro tipos
de simbolos introducidos en la pagina 227, y por ello no sera
usado ni en definiciones ni en aplicaciones de M2-M6).

La relacién-e E y la relacion de identidad I pueden defi-
nirse por medio de M4.
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4.3. Df RelEAVur(<u, v>€e€E«uev)
431. Df. RelIAVUvs(<u, v >elu=v)

I es la clase de todos los pares <u, u>.
Las siguientes definiciones 4.4, 4.41 y 4.411 de las relaciones
inversas corresponden a los axiomas B6, 7, 8.

44. Df. Rel Inv(X)AVuv(<u, v>elnv(X)e <v, u>eX)
4.41. Df. Rel Inv,(X)AVuow(<u, v, w> elnv,(X)<
<v, w,u> € X)
4411. Df. Rel Inv;(X)AVuow(<u, v, w> elnvy(X)«>
<u, w, v> e X)
?.412. Df. Inv(X) también se denota mediante Inv,(X) y
XN
Los functores diadicos Booleanos «U» y « —» se definen en
términos de «M» y el complemento «—»:

442, Df XUY=—((—X)N(—-Y)

443, Df X-Y=XN(—-Y

444, Df R(X)=2(X Y

R(X) es el recorrido, o dominio de los valores, de X.
La relacion «4 restringida a B» se escribe «AlB».
45. Df AMB=AN(Vx B)

AMB es la clase de todos los elementos de 4 que son pares
ordenados cuyo segundo miembro pertenece a B. En este
sentido, «4'B» es «A restringida a B» porque los argumentos de
A tienen la restriccion de pertenecer a B. De aqui se obtiene el
teorema:

451. P(AMB)=BNI(A)
4512. Df B1A=ANBx V)
452. Df B[X]=#(BI'X)

B[X] es la clase de todas las imagenes en B de los elementos
de X.

4.53. Df (<x, y>€eR°Sedz (xRzAzSy))ARelR° S

4.6. Df. BiunX <> UnXAUnX !
BiunX significa que X es biunivoca, esto es, que la relacién
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XNV? es biunivoca. Si X es una relacion y es univoca, se dice
que X es una funcion.

4.61. Df FncX < RelX AUnX
Una funcién X cuyo dominio es A se llama funcion sobre A.
463. Df XFnA—FneXA2(X)=A4

A(x), (el A de x), denota el y tal que <y, x> €A, si hay un tal
y y es unico; si y no existe o no es tnico, A(x)=0. De aqui que el
postulado definicional de A(x) rece como sigue:

4.65. Df @<y, x>ed) > <Ax), x>eAA(y(<y,
x>€A)-> Ax)=0)\NFA(x)

Del principio de extensionalidad para relaciones (4.22) se
obtiene el siguiente principio de extensionalidad para funciones:

467. XFnAANYFnAA{Vu(ued-Xu)=Yu)—-»X=Y)
MS5.  Si t(uy, ---, u,) €s un término normal, si B V" y si
<Uq, -y Uy>EB-ET(Uy, ..\ U,),
entonces hay una unica funciéon C sobre B tal que
C(<uy, -y u,>)=1(uy, ---, 4,) para <uy, -, U,>€B.
Prueba: Definase C mediante la condicion:
<U, Uy, oy Uy>EC o u=T(Uy, oy U)A <uy, oo, U, >€B.

Como el lado derecho de la equivalencia es una férmula normal,

hay, en virtud de M4, una relaciéon C (n+ 1)-adica que satisface

la condicion. Obviamente, C satisface la condicion del teorema.
MS5 puede generalizarse del siguiente modo:

Mé. Si By, ---, B, son clases disjuntas, B, V", y s t, ---, T,
son términos normales tales que €t,(uy, ---, u,) para <uy, --,
u,> €B,, entonces hay una utnica funcion C sobre B; UB,U...UB;
tal que C(<uy, -, u,>)=1{ty, -, U,) para <uy, -, u,>€B;, i
=1,2 ..k

Definimos ahora cinco funciones especiales Py, ..., P5 me-
diante los siguientes postulados:

471. Df. P(<x, y>)=xAP,FnV?



252 Kurt Godel

472. Df Py(<x, y>)=yAP,FnV?

473. Df Py(<x, y>)= <y, x> AP;Fn)?
472. Df Pu<x,y, z>)= <z x, y>AP,Fnl?
4.75. Df Py(<x, y, z>)= <x, z, y> APsFnl?

La existencia y la unicidad de Py, ..., Ps se siguen de MS5.
48. DfueUx > Jv(uev A veX)

UX se llama la gran union de X. Los resultados siguientes son
inmediatos:

4.81. U{x, y}=xUy
482, U {x}=x
483, UX=E[X)]

Ahora definimos 2 (X), la clase de las partes de X, que es la
clase de los subconjuntos de X.

484, Df uePX)oucX

De entre las operaciones definidas, algunas tienen propieda-
des de monotonia, por ejemplo,

485, X cY-%X)c 2(Y)

Se comprueba facilmente que 2.2, y Inv, tienen propieda-
des similares. También

486. A<BAXcY—A[X]<A[Y]

«1», «I», «U», «M», y «x» tienen propiedades similares.
También tenemos algunos casos de la propiedad distributiva,
tales como

487. (AxB)N(CxD)=(ANC)x(BND)
Esto lleva al caso especial

4871. (AxV)(VxB)y=AxB

Del mismo modo

488  Uxuy) = (UxyuUry
489. UxnycUxnlUy
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Los siguientes teoremas se obtienen de las definiciones 4.71-
4.75, y son, a poco que se analicen, inmediatos.

491. #(A)=P,[A4]

492. 2(A)=P,[A]

493. Inv(4)=P;[A]

494. Invy(A)=P,[A]

495. Invy(A)=Ps[A]

496. VxA=P;[A]
La prueba de la normalidad de los relatores y functores
introducidos vltimamente, asi como la de los que se introduciran
mas adelante, esta en la pagina 286.

Los resultados obtenidos hasta aqui dependen de los dos
primeros grupos de axiomas. Los teoremas que versan sobre la
existencia de conjuntos dependen, sin embargo, de los ultimos

axiomas. Los siguientes teoremas se derivan del axioma C4, el
axioma de la sustitucion.

51. UnAA€X—>%A[X]

Prueba: Como %X, hay, por C4, un conjunto y cuyos
elementos son precisamente los conjuntos que estan con los
miembros de X en la relacion ANV2 es decir, Yu(u
ey uceA[X]), de modo que, por el axioma de extensionalidad,
y=A[X]. Por tanto, ¥A[X].

511. €X->¢XNY

Prueba: Sustitiyase A por IMY en 5.1, obteniendo asi
FIMY[X]. Pero (IMY) [X]=XNY.

512, €XNY<X—> €Y

Prueba: Yc X — Y= XY Entonces, por 5.11, el teorema esta
probado.

5121, €X-%2(X)

Prueba: El axioma C3 garantiza la existencia de un y tal que
A X)<y. Luego, por 5.12, 6 #(X).

5122, #x-6Ux
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Prueba: Se demuestra de un modo similar, utilizando el
axioma C2 y 5.12.

513, €XANFY-¢XUY

Prueba: Si X e Y son conjuntos, tenemos que XUY=
U{X , Y}, y por el axioma A4, {X, Y} es un conjunto. En
consecuencia, por 5.122, ¥XUY. Los tres siguientes teoremas se
prueban mediante 5.1, usando 4.91-4.95.

5.14. €%(x)

5.15. €lnv,(x) (n=1, 2, 3)

5.16. %Z#(x)

De 5.14 y MS5 se sigue que hay una funcién Do tal que:

5.17. Df. Do(x)= Y(x)\ DoFnV

518. %xxy

Prueba: Los miembros de x x y son los pares <u, v> tales
que uex, vey. Asi pues, u y v son, en especial, elementos de xUy,
de modo que {u} y {u, v} son subconjuntos de xUy. Por tanto,
{{u}, {u, v}} es un subconjunto de#(xUy), es decir, <u, v>
< P(xUy), de modo que <u, v>ex(«(xUy)). Por tanto, gracias
a 5.121, 512y 5.13, €xx y.

5.19. FFnx—- %F

Prueba: FFnx— F <(F[x]) x x, y entonces €F, por 5.1, 5.18,
5.12.

52. UnF- %@F'x

Prueba: F|'x es una funcion sobre Z(F'x) y Z(F'x)cx y, por
tanto, el dominio es un conjunto. Entonces, por 5.19, se prueba
el teorema.

53. 0

Prueba: 0 < x, por consiguiente, €0, utilizando 5.12.

531. %V

Prueba: xeV, de modo que si ¥V obtendriamos que VeV,
pero, por 1.6, esto no es posible.
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54, PrXx—-PrUX

Prueba: Si suponemos que ¢\UX, entonces %#’(UX ), pero X
[ ;?(UX), y, por tanto, ¥X, lo que es contrario a la hipotesis.
Similarmente:

541. PrX - Pr Z2(X)

542, PrX—-PrXUY

543, PrXA—1Vac Y-Pr XxY

Prueba: X gUU(X x V), si Y=0.

544. BiunF A X < 9(F)— (PrX - Pr F[X]),

esto es, la imagen de una clase propia segun una funcion
biunivoca es una clase propia. La prueba se sigue del hecho de
que X cF [F[X]], si X< %(F). Entonces, si F[X] fuese un
conjunto, por 5.1 y 5.12, X también seria un conjunto.

545. PrA-PrA—x
Esto se sigue de la inclusion A<(4—x)Ux, y de 5.13.

3. Numeros ordinales

Ahora, con la ayuda de ciertas definiciones preliminares,
pueden ser definidos los ntmeros ordinales.

6.1. Df. Y Conecta X X?>c YUY 'UI

esto es, Y conecta X si para cada par de elementos distintos u, v
de X ocurre que <u, v>¢€Y, o bien, <v, u>¢€Y.

6.11. Df. Yes transitiva en X si para cualesquiera elementos
u,o, wde X: <u,v>eYA <v,w>eY-o<u w>eY.

6.12. Df. Yes asimétrica en X si no existen elementos u, v, de
X tales que <u, v>€eYA <v,u>¢eY.

6.2. Df. Y Bien-ordena X <Y Conecta X AVUWU#0AU
<X~ JwweUAUNY[{v}]=0)

es decir, Y bien-ordena X si Y conecta X y cualquier subconjunto
no vacio U de X tiene un primer elemento en el orden Y, pues
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UNY[{v}]=0 dice que no hay ningin miembro de U que esté
con v en la relaciéon Y. Obsérvese que el simbolo introducido Y
Bien-ordena X no es normal a causa de la variable ligada U2,

6.21. Si YBien-ordena X, entonces Yes transitiva y asimétri-
caen X.

Prueba: Y es asimétrica en X, puesto que si xYy y yYx,
entonces la clase {x, y} no tiene primer elemento. Para probar la
transitividad en X, supongamos que xYy y yYz entonces x #z
por la asimetria, de modo que o bien xY¥z o bien z¥x. Considére-
se el subconjunto U={x}U{y}U{z}. Si zY¥x, entonces U no
tendria primer elemento, de modo que x Yz.

63. Df X Secy YXcYAYNR[X]cX

esto es, X es una R-seccion de Y si todos los R-antecesores en Y
de los miembros de X también pertenecen a X.

6.30. Df. X es una R-seccion propia de Ysi es una R-seccion
de Yy no es igual a Y.

6.31. Df. Segz (X, u)= XNR[{u}],

esto es, si ue X, el R-segmento de X generado por u es la clase de
elementos de X que son R-predecesores de u.

12 Nota afiadida en la segunda edicion: Las afirmaciones hechas tras las
definiciones 6.2 y 8.1 y en la pagina 286 al efecto de que Bien-ordena y ~ no son
normales son incorrectas si se define la normalidad como en la pagina 229. Segiin
esa definicion, la normalidad de un concepto no tiene nada que ver con el modo
en que esté definido, sino que depende unicamente de su extensiéon. Por tanto,
todo lo que, prima facie, puede decirse sobre Bien-ordena y ~ es que no se puede
probar que son normales con los métodos utilizados para los otros conceptos en
la pagina 286. Sin embargo, se puede probar que son normales de un modo
diferente supuesto el axioma de eleccion. Pues, bajo este supuesto, se puede
probar que

X~ YoX £ YV (PrX APrYy)

(Véase J. v. Neumann [1929])). Ademas, U puede ser sustituido por u en la Df. 6.2
porque la existencia de una clase sin primer elemento implica la existencia en ella
de una secuencia descendente de tipo . La ultima prueba requiere la eleccion de
un elemento de cada clase no vacia, 1o cual, sin embargo, puede llevarse a cabo
considerando en cada clase el subconjunto de elementos de menor nivel («Stufex)
(en el sentido de J. v. Neumann, l.c., pag. 238).
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6.32. Segy(X, u) es una R-seccion de X si ueX y R es
transitiva en X.

Por tanto:

6.33. Si R Bien-ordena X, entonces todo R-segmento gene-
rado por algin elemento de X es una R-seccion.

A la inversa, si R Bien-ordena X y Yes una R-seccion propia
de X, entonces Y es un R-segmento de X, a saber, el generado
por el primer elemento de X —Y.

Si R es una relacién biunivoca de dominio A y recorrido B,
entonces se dice que R es un isomorfismo de A en B respecto a S y
T si ocurre que para cada par de elementos u, v de A4 tales que
uSv los correspondientes elementos de B estan en la relacion 7, y
a la inversa, es decir:

64. Df. R Isomg;(A, B) <> BiunR A RelR A %(R)=A N\ #(R)
=BAVuv(ue ANveAd — (uSv < R(u)TR(v)))

Si hay un isomorfismo de 4 en B respecto a S 'y T, se dice que 4
es isomorfo a B respecto a Sy T. Sien 6.4 S=T, se dice que R es
un isomorfismo de A en B respecto a §.

6.41. Df. R es un isomorfismo respecto a S si es un isomorfis-
mo de Z(R) en #(R) respecto a S.

Del mismo modo se define el «Isomorfismo respecto a una
relacion n-adica S».

El método usado para construir los ordinales se debe
fundamentalmente a J. v. Neumann. El ordinal « sera la clase de
los ordinales menores que a. Por ejemplo, O serd el conjunto
vacio, 1={0}, 2= {0, 1}, w sera el conjunto de todos los nimeros
naturales, etc. De este modo la clase de los ordinales estara bien
ordenada por la relacion €, de manera que a€ff correspondera a
a< B. Cualquier ordinal estara bien ordenado por la relacion e,
pues todo ordinal es una clase de ordinales. Ademas, cualquier
elemento de un ordinal debe ser igual al segmento que genera,
pues tal segmento es el conjunto de los ordinales menores que él.
Estas consideraciones conducen a la siguiente definicion:
Definicion: X es un ordinal si

1. E Bien-ordena X
2. ueX — u=Seq, (X, u).



258 Kurt Godel

Sin embargo, como mostrd R. M. Robinson (Robinson [1937),
pag. 35. Bernays probo previamente que la transitividad de E en
X y 2’ son suficientes), las condiciones 1 y 2, gracias al axioma D,
pueden ser reemplazadas por las condiciones mas débiles:

. E Conecta X

2. ueX-ucX.
Se dice que X es inclusiva si tiene la propiedad 2', es decir, si
cualquier elemento de un elemento de X es un elemento de X,
esto es,

6.5. Df. Incl X < Vu(ueX- ucX)

651. Ind x—Uxcx

La prueba es inmediata a partir de 6.5 y 4.8.
6.6. Df Ord X <= Incl X A E Conecta X

Esta definicion combina las condiciones 1’ y 2. Un ordinal que
sea un conjunto se llama un numero ordinal, y se denota
mediante Niamero-ordinal X.

6.61. Df Namero-ordinal X < Ord X A €X

La clase de los numeros ordinales se denota mediante Q.
(Respecto a la normalidad de Ord, véase la pag. 287).

6.62. Df. xeQ < Numero-ordinal X

Df. Las letras «, §, v, ---, s€ usaran como variables con
ambito de variabilidad constituido por la clase de los numeros
ordinales. Evidentemente, estas variables son normales.

6.63. Df X<Y<XeY

664 DI X<YeX<YVX=Y

6.65. Incl X Alncl Y—-1Incd XUYAIncd XNY

Prueba: Por 4.88, U(xUY)=(Ux)U(UY). Entonces, por 6.51,
Incl XUY. Similarmente para XNY, por 4.89.

El siguiente paso es mostrar que la definicion 6.6 es equiva-
lente a la definicidon mas fuerte, es decir,

6.7. 1. Ord X — E Bien-ordena X
2. Ord X AueX —»u=Seg; (X, u)
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Prueba de 1: Dado un subconjunto no vacio Y de X, hay un
u, por el axioma D, tal que ueYy YNu=0, es decir, YNE[{u}]
=0, pues u=U{u}=E[{u}], por 4.83 y 4.82. Entonces, por la
definicion 6.2, E Bien-ordena X, pues E Conecta X por definicion
de Ord.

Prueba de 2: Si OrdX y ueX, entonces Segp(X, u)
=XNE[{u}]=XNu=u, por la definicién 6.31 y la inclusividad
de X.

7.1. Ord X A Yc X— (Incl Y- YeX)

Prueba: UY< Y, de modo que, por 4.83, E[Y]< Y. Entonces,
por la definicion 6.3, Yes una seccion de X. Consiguientemente,
por 6.33, Y debe ser un segmento de X, generado por algun
elemento u de X. Pero entonces, por 6.7, Y=u, con lo cual YeX.

7.11. Ord XA Ord Y- (Yo X o YeX)

Prueba: Como Y es un ordinal, es inclusivo. Entonces 7.1
establece ya la equivalencia en un sentido. El otro sentido solo
expresa el hecho de que X es inclusivo, pues por 1.6 se excluye el
caso de que X =Y.

7.12. Si X e Yson ordinales, entonces uno y sélo uno de los
tres siguientes casos ocurre: XeV, YeX, Y=X.

Prueba: XN Y= X y XNYc Y. Sisuponemos que XNYc X y
XNYcY,entonces, por 7.1, XNYeX y XN YeY, pues la intersec-
cion de dos clases inclusivas es inclusiva (6.65). Pero esto implica
que XNYeXNY, lo cual, por 1.6 y el axioma A.2, es imposible.
Entonces, o bien XNY=X o bien XNY=Y, es decir, o bien Y
=X o bien Xc Y, esto es, XYV X=YV YcX, y, por tanto,
XeYV X =YV YeX, en virtud de 7.11. Por consiguiente, se da al
menos uno de los tres casos. Ademas no pueden darse simultd-
neamente dos de ellos, pues ocurria que XeX o bien
XeYA YeX, y esto, por 1.6, 1.7 y el axioma A2, es imposible.

7.12 y 6.63 expresan el hecho de dos ordinales cualesquiera
son comparables. Por 6.1, esto implica lo siguiente:

7.13. E Conecta Q
7.14. Ord A-A<Q
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Prueba: Sea A un ordinal y x un elemento de A. Tenemos
que probar que E Conecta x y que Incl x. Si zey ¢ yex, como 4
es inclusiva, tenemos que y€A, y, por iteracion, que ze A. Como
E es una relacion de buen orden en A, por 6.21, es transitiva en
A4, de modo que zex. Por tanto, x es inclusivo. E Conecta 4 y x
< A, asi que E Conecta x.

7.15. Incl Q
Prueba: Por 714, xeQ->xcQ
7.16. Ord Q

Prueba: 7.13, 7.15 y 6.6.

7.161. Q(y, por tanto, cualquier clase de nimeros ordinales)
esta bien ordenado por E.

Esto se sigue inmediatamente de 7.16 y 6.7, y nos permite
probar propiedades de los niimeros ordinales mediante induc-
cién transfinita, en la medida en que las propiedades en conside-
racion estén definidas por medio de una formula normal, pues,
bajo este supuesto, existe la clase de los ordinales que no tengan
esa propiedad, por M2, y dicha clase (si no es vacia) contiene,
por 7.161 y la definiciéon 6.2, un menor elemento. Por prueba
inductiva se debe entender siempre la reductio ad absurdum de
la existencia de un menor ordinal que no tenga la propiedad en
cuestion.

En virtud de 7.14, cualquier elemento de un numero ordinal
€s, a su vez, un nimero ordinal, de modo que un nimero ordinal
x es igual al conjunto de ordinales menores que x, pues la
relacidn € es la relacion que ordena los ordinales.

717. PrQ

Prueba: Q es un ordinal, de modo que si €Q, entonces € seria
un nimero ordinal y, por tanto, QeQ, lo cual no es posible (1.6).

72. Ord X - XeQV X =Q. El Gnico ordinal que no es un
numero ordinal es Q.

Prueba: Por 7.14, X cQ. Si X =, entonces, por 7.11, XeQ.

7.21. Cada E-seccion de un ordinal es un ordinal.
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Prueba: Cualquier E-seccion propia de un ordinal X es (por
6.33 y 6.7 (2)) un elemento de X, y consiguientemente, por 7.14,
un ordinal. Una E-seccion no propia de X es igual a X.

73. AcQ-0rdUA

Prueba: U 4 es inclusiva, pues si xe UA hay un ordinal « tal
que xexeAd, de modo que si yex, entonces yea, porque o €s
inclusivo, y, por tanto, ye\UA. También E ConectalJ A, pues si x,
y son elementos diferentes de U 4, entonces xeoe A e yefeAd. oy
f son comparables, asi que o bien a < f o bien < a: Entonces x
e y son miembros del mas grande de los dos ordinales o y f3, y
como E Conecta o v E Conecta f§, tenemos que xey o bien yex,
es decir, E Conecta UA. En conclusion, Ord Ua.

A es el menor ordinal que es mayor o igual que cualquier
elemento de A, es decir, es el mdximo o el limite de los ordinales
de A segin haya o no un mayor elemento en A. Por tanto,
utilizaremos «Lim» y «Max» con el mismo significado que

731. Df Lim (4)=UA4
Max (4)=UA
74. Df x+1=xU{x}

Esto define la relacion del siguiente para los nameros ordinales,
como se ve en los teoremas 7.41 y 7.411.

741. x+1eQ e xeQd

Se prueba facilmente,
7411, 1 3Pla<f<a+l)
Prueba: Si suponemos que o< f<a+1, entonces fea+1, es
decir, feal{a}, y, en consecuencia, fea o f=0, esto es, f<a.
Los numeros ordinales se clasifican en nimeros ordinales del

primer tipo y numeros ordinales del segundo tipo del modo
siguiente:

742. Df xeQeJa(x=a+1)Vx=0

x es del primer tipo si es 0 o el siguiente de un niamero ordinal.
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De otro modo x es del segundo tipo.

743. Df Q,=Q-Q
7.44. Df 1=0+1
745. Df 2=1+1

Del mismo modo, 3=2+1, etc. Evidentemente, tenemos que:

7.451. Si a es un conjunto de niimeros ordinales, entonces el
ordinal (Ua)+1 es un numero ordinal mayor que cualquier
elemento de a.

Se mostrara a continuacion que es posible definir funciones
sobre Q mediante induccion transfinita, es decir, determinando
F(o) por medio del comportamiento de F con los numeros
ordinales menores que a. Como o es la clase de los ordinales
menores que o, Flo es F restringida a los argumentos menores
que «. Por tanto, la induccién tendra la forma F(a)=G(Fla),
siendo G una funcién conocida. Se precisa, pues, el siguiente
teorema:

7.5. VG3IIF (F Fn QA Va(F(o)=G(Fa)))

Prueba: Construiremos F. En primer lugar, por el teorema de
existencia M3, hay una clase K tal que:

feK < 38 (fFn B AVa(aeB— f(@)=G(fT).

Ahora, sea F=UK. Sif,geKyfFnpAgFnyA B<y sesigue
que f=¢gMj, porque para cada aef, tanto f como g cumplen que
f(a)=G (fTa) (*), y esta ecuacion determina una unica f sobre f,
como se ve por induccion sobre o. Esto significa que cualesquie-
ra dos f, geK coinciden en la parte comin de sus dominios. Por
tanto, F sera una funcién, su dominio sera la gran union de los
dominios de todas las feK (es decir, @(F )=UD0[K]) y F
coincidira con cada feK en Z(f). Para cada ac%(F) F satisface (*),
porque aeP(F) implica que hay alguna feK tal que aeZ(f)eQy
esta f satisface (*) en &2 (f) y ademas f=FI'9(f). Por 7.3 @ (F) es
un ordinal, pero no puede ser un numero ordinal «, pues si lo
fuese F podria extenderse a una funciéon H sobre o+ 1, en virtud
de (*) y M6. Pero, en ese caso, y por 5.19, tendriamos que ¥ H, y
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entonces HeK, lo que implicaria que o+ 1 ca. La unicidad de F
se prueba mediante induccion sobre .

7.6. Df Una funcion ordinal es una funcion G sobre un
ordinal y con nimeros ordinales como valores, es decir, GFna
(para algin o) o GFnQ, y Z(G)<=Q.

7.61. Df Se dice que una funcion ordinal G es estrictamente
monotona si para cada o, feZ(G): a<fi — G(a) < G(f).
Por induccion se sigue que:

7.611. Si G es estrictamente monotona, entonces para cada
aeZ(G). Glo)=a.

De esto se sigue que dos ordinales diferentes X e Ynunca pueden
ser isomorfos respecto a E.

7.62. Ord XAOrd YANH Isomg; (X, Y)>X=YNH=I]X.

Prueba: Por definicién de isomorfismo tenemos que: si a, f
son elementos de X tales que aef, entonces H(x)e H(B), es decir,
H es estrictamente monotona, de modo que para todo aeX:
H(a)>a, por 7.611. Igualmente H '(H(x)) > H(a), es decir,
o= H(o) para cada ae X; de ello se sigue que para cada aeX, o=
=H(a), y, lo que es lo mismo, X=Y y H=1 ' X.

Como consecuencia de 7.62, una clase bien ordenada puede
ser isomorfa a lo maximo a un ordinal. El siguiente teorema da
las condiciones suficientes para que una clase bien ordenada sea
isomorfa a un ordinal.

7.7. 1.SiPr A, W Bien-ordena A y cualquier W-seccion de A
es un conjunto, entonces A es isomorfo a Q respecto a Wy E.

2. Si W Bien-ordena a , entonces a es isomorfo a algin
numero ordinal respecto a Wy E.

Prueba de 1: Definase por induccion F(x) como el primer
elemento de A que atin no haya aparecido como valor de F, esto
es, F(«x) es el primer elemento de A—%(Fla). Para probar,
mediante 7.5, la existencia de F esta condicion debe expresarse
en la forma F(x)=G(F Mx) (*). Para ello definimos G mediante la
condicion:

<y x>eG o yed—R(X) N (A-R(x)N(W[{y}]))=0,
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y definimos F por medio de (*) y la condicion F FnQ. Por 545y
5.16 A —2%(x) es una clase propia, asi que 4 —%(x)+0 y, entonces,
G(x)e A —%(x) para cada conjunto x. En consecuencia, por (*),
para cada o F(a)e A — 2 (FlMx), con lo cual #(F)= A. Como F es
biunivoca y Z(F) es una imagen biunivoca de la clase propia €,
tenemos, por 5.44, que #(F) es también una clase propia. Pero
como Z(F) es una secciéon de A, por la hipotesis no puede ser una
seccion propia, es decir, Z(F)= A. Es facil ver ademas que a <f
— F)WF(p).

Prueba de 2: Constriyase G y F exactamente como en la
prueba de 1, pero sustituyendo A por a. Puede probarse
entonces que para algin o a —Z(FMa)=0. Pues si suponemos que
Yola—R(F'a)+0), concluiremos, como antes, que Z(F) < a; y esto
no es posible porque, como antes,Z (F) sera una clase propia,
pero ahora a es un conjunto. Entonces Jo(a —A(F M) =0). Ahora,
si a es el menor de los ordinales que cumplen esto, FlMo establece
el isomorfismo entre a y a. Del axioma de eleccion se sigue que

*771. Para cualquier conjunto a hay un numero ordinal o
y una funcion biunivoca g sobre o tal que a=g[a].

Prueba: Por el axioma E, el axioma de eleccion, hay una
funcion C sobre Vtal que x +0— C(x)ex. Definase F mediante el
postulado Vo(F(x)=C(a—Z(Fla))) y FFnQ.' Si se define previa-
mente G, usando M5, de modo que G FnV'y cumpla G(x)=C(a
—R(x)), entonces de 7.5 se sigue la existencia y unicidad de F.
Como en la segunda parte de 7.7, se puede probar que hay un o
tal que a—2(F «)=0. Si « es el menor ordinal de este tipo, puede
tomarse g como Fla.

Es deseable asignar un buen orden a los pares ordenados de
numeros ordinales:

78. Df. (<a, > Le <y,6> < <oV (f=0Na<y)A Le
Q(QZ)Z_

7.81. Df (<o, > R<7y, 6> <> Max {o, f} < Max {y, 6}V
(Max {a, f}=Max {y, 6}A < a, B> Le <y, 6>))ARS(Q?)>.
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La existencia de una relacion Le que satisfaga 7.8 se sigue de
M4, pues la relacion Le definida mediante:

<x,y>eLe < Jafyd{x=<oa, f>ANy=<y,0> AN(B<éV (B
=0\ a<y))

}
satisface, evidentemente, 7.8. Del mismo modo para R. Q? esta
bien ordenado por R de tal modo que:

7.811. Cualquier R-seccidon propia de ©? es un conjunto.

Prueba: Considérese un par <u, v> tal que <p, v>R
<a, f>. Tenemos que;

Max {u, v} < Max {a, f} <(Max{a, f})+1.

Entonces, p, ve(Max {a, f})+ 1, de modo que <p, v>€qa, donde
a=((Max {a, B})+1)*. Por 5.18 a es un conjunto. Por tanto, la
clase de todos los pares <y, v> tales que <u, v>R <a, f>
estd contenida en el conjunto a, y por ello es a su vez un
conjunto.

Ahora (puesto que por 7.17 y 5.43 Q? es una clase propia),
utilizando 7.7, tenemos que:

7.82. Q7 es isomorfo a Q respecto a Ry E. Llamemos P a
este isomorfismo entre Q% y Q, esto es,

79. Df PFnQ? AAP)=QAVafyd (<o f> R <y, 6>
- P(<a, B>)<P(<y, 0>))

Prueba: Sea y=Max {a, f}. Entonces, por 7.9, P(<u,
p>)=P(<vy, 0>), pero como, por 7.9, P(<y, 0>) considerado
como funciéon de y es estrictamente monétona, < P(<y, 0>),
por 7.611, es decir, P(<a, f>)> Max {a, f}.

4. Nuameros cardinales

Podemos ahora continuar con la teoria de los cardinales. La
mayoria de los teoremas y definiciones de este capitulo (excepto
los referentes a cardinales finitos) dependen del axioma de
cleccion, aunque se podria haber evitado su uso en muchos
casos. Se dice que dos clases X e Y son equivalentes cuando hay
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una correspondencia biunivoca entre los elementos de cada una,
es decir,

8.1. Df X~Y<31ZBiun ZARel ZADZ)=X AR(Z)=Y)

Este relator no es normal'3. El relator normal correspon-
diente es:

8.12. Df X £ Y+ Jz(Biun zA Rel zAD(z)=X AR(z}=Y)
8.121. x~yeoxXky

Prueba: Una clase Z que satisfaga el lado derecho de 8.1 para
dos conjuntos X e Y es, por 5.19, un conjunto.

8.13. Df. (<x, y>eEq< x~y)ARel Egq.

El cardinal de X, denotado mediante |X|, se define por medio de
el postulado'*:

*¥82. DI x~|x|A |x|eQAVa(a<|x] = 1 a~x)A(Pr X —
|X|=Q)

Por el teorema 7.71 es manifiesto que |X| existe. La unicidad
es inmediata.|Xles un functor normal, pues Xe|Y] < XeQAVa
(o #Y - Xea). Entonces, por MS, hay una funcion Nk sobre V
tal que Nk(x)=|x| para cualquier conjunto Xx.

*820. Df Nk(x)=|x|A NkFnV

El cardinal de un conjunto se llama numero cardinal, esto es,
la clase K de los nameros cardinales se define:

*8.21. Df K=%(Nk)
*8.22. KcQ

Esto se deriva inmediatamente de 8.2 y 8.21.

Un numero ordinal es un numero cardinal si y sélo si no es
equivalente a ningin ordinal menor, es decir, si es, en la
terminologia usual, un niimero inicial'?.

13 Véase la nota 12.

14 Nota afiadida en la segunda edicion: La Df. 8.2 para el caso de que Pr X se
justifica por el resultado (concerniente a ~) de J. v. Neumann citado en la nota
12. :
15 Este tratamiento de los cardinales se debe a v. Neumann. (Véase v.
Neumann {1928], pag. 731.)
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Los cinco teoremas siguientes son consecuencias inmediatas
de la definicion de los cardinales.

*8.23. xeKe x=|x|
*8.24. |x|~x

*8.25. x~yeix|=ly|
*8.26. || <a

*¥8.27. Nk(Nk(x))=Nk(x)
*8.28. xcy - x|<|yl

Prueba: y~y|, con lo cual existe un z<|y| tal que x~z. z es
un conjunto de nimeros ordinales, por lo cual esta bien ordena-
do por E, y, en consecuencia, es isomorfo a un cierto nimero
ordinal 8, por 7.7, es decir, hay un 4 tal que: h Isom g(f, z). Por
7.611 tenemos que para cada aef a<h(x). Pero como, por otro
lado, para todo aef h(x)ez <]y se sigue que aef — a<h(x)ely|,
es decir, f<|y|. Y como |f]=]|z| se concluye que |z|=|B|<B<L]y)

El teorema de Schroeder-Bernstein surge como consecuencia.
A saber, si x~zgy y y~ucx, entonces, como |x|=|z|<|y| ¥y
Iy|=u| < x|, |x]=|y|. Esta prueba supone, sin embargo, el axioma
de eleccién.

Omitimos la prueba de los tres siguientes teoremas.

*8.3. Para cada a>1: |a+1|<|o?|
*831. Un A4 —~ |A[x]I<|x|

*8.32. |2P(x)|>|x| (Teorema de Cantor)
*833. PrK

Prueba: Si a = K, entonces, por 8.32, |W(Ua)|> |Ua|. Pero, por
8.28 y 8.23, para cualquier ac«: |Ua|=a. Con lo cual hay un
numero cardinal mayor que cualquier elemento de a; en conse-
cuencia, a# K, es decir, K no puede ser un conjunto.

Definimos ahora la clase w de los nimeros naturales:

84. Df xewe xU{x}<Q,,

es decir, x es un numero natural si es un mimero ordinal del
primer tipo y todos los ordinales menores que €l son también del
primer tipo. Inmediatamente se sigue que:

841. aew—-»a+lewyacwfi<a - feo.
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Df. n, m son variables de nimeros naturales.

El principio de induccion es valido para los numeros natu-
rales:

8.44. 0cAAVn(ned > n+led) > wcA.

Prueba: Si es falso que w < A4, entonces debe existir un menor
elemento m que no sea miembro de A. Esto lleva a una
contradiccion con la hipotesis, puesto que, por 8.4 y 7.42, o bien
m=0 o bien m=n+1.

Se pueden definir inductivamente funciones sobre la clase de
los nimeros naturales:

8.45. YaG 3'F (F Fn w A FO)=aAVn (F(n+1)=G(F(n))))

Esto se puede probar especificando G en 7.5 o por argumen-
tos similares a los utilizados en la prueba de 7.5.

846. m#n—- 1 m~n

Se puede probar por induccion sobre los numeros naturales,
puesto que

m+l~n+l1->m~n.
8461. a#n— 1 a~n

La prueba se efectia por induccidén sobre n, yaque n+1~o0>m
implicaria que n~a.

*8.47. nek
Se sigue de 8.46.

Una clase se llama finita cuando es equivalente a algin
ndimero natural; en otro caso es infinita, es decir,

8.48. Df. Fin x & Ja(aew A a £ x),

8.49. Df. Inf x < 1 Fin x

8491. Fin xAzcx — Finz

Fin x A Fin y — Fin xUy A Fin x x y

Esto se prueba por induccién sobre el nimero natural n
equivalente a x. :

8.492. Fin a > ocw
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Es consecuencia de 8.461.
85. Ord w

Prueba: Como o es una clase de nameros ordinales, E
Conecta . Ademas, por la definicion 8.4, cualquier elemento de
un numero natural es un numero natural, es decir, Incl w. Por
tanto, Ord w.

851. %w.

Prueba: El axioma Cl (el axioma de infinitud) garantiza la
existencia de un conjunto no vacio b tal que para cada xeb hay
un yeb que contiene exactamente un elemento mas que x; para
ello definase b como la clase de todos los subconjuntos de los
elementos del conjunto a, cuya existencia postula el axioma Cl (b
es un conjunto porque bg@(Ua)). Ahora considérese la clase ¢
definida por c=(w1Eq) [b], esto es, la clase de los naturales
equivalentes a los elementos de b. ¢ es, por 5.1 y 8.46, un
conjunto y, como puede probarse por induccion gracias a la
mencionada propiedad de b, wcec.

8.52. weQ,

Prueba: xew — x+lew, por 8.41. Si w=a+1, tendriamos,
por 7.4, que xew, y entonces o+ lew, es decir, wew, lo cual no
es posible.

8.53. Hay por lo menos un numero ordinal del segundo
tipo.
Prueba: Por 852, o es ese ordinal.

*8.54. Df K¥*=K-w
*8.55. K*cQ
*8.56. K* es isomorfo a Q respecto a E.

Prueba: Como %w, por 5,45 Pr K*. Ademas, puesto que cada
seccion propia de K* es generada por algiin ae K*, estd incluida
en ese a y, por consiguiente, es un conjunto. 7.7 proporciona
entonces el resultado. El isomorfismo entre Q y K* se denota
mediante N, es decir,

*8.57. DI.N Isom,,(Q K*).
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Se sigue entonces que:
*8.58. X(0)=w
puesto que, por 8.461, weK. Se define también N, y w,:

*859. DLN. =N@)=0w,
*8.62. | =N,

Prueba: Supuesto que y sea el menor de los ordinales que
cumplen que |(N,)?|#N,, probaremos que (w,)’ ~w,. Para ello,
gracias al teorema de Schroeder-Bernstein, es suficiente probar
que P[(w.*] <., es decir, para cada «, f<w,: P(<a, f>)<w,,
siendo P la funcion definida en 7.9. Como para cada é: 6 <w, >
|0l <w,, bastara probar que para todo a, f<w,: |P(<a,
B>)<w,. Ahora bien, |P(<a, f>)| es la cardinalidad del
conjunto de los ordinales menores que P(<a, §>). P, por su
definicion (7.9), pone en correspondencia biunivocamente este
conjunto con el conjunto b de los pares que preceden a <o, >
en el orden R. De aqui se sigue que {b|=|P(<a, f>)|, pero (como
se vio en la prueba de 7.811), b=(u+1)*, donde y=Max {o, f}.

Ahora podemos distinguir dos casos:

1. u es finito. Entonces, por 8.491, [(u+ 1)*|< w. Por tanto,
en este caso, |b|<|(u+1)° w<o,

2. pu es infinito. Entonces, como por el supuesto p<w., hay
un cierto §<y tal que |u/|=w;. Con lo cual, por el supuesto
inductivo, |¢?|=|u|. De aqui que (usando *8.3) también en este
caso |b <[(u+ 1P| <P |=ul <.

Resulta entonces que:

*8.621. Para cualquier conjunto infinito x: |x*|=|x|, y por
tanto,

*8.63. Inf x A y#0 — |x x y|=|xUy|=Max {|x|, |yI}.

*8.64. Si para cada yeb |F(y)|<|al, entonces | U F[b]|<|a
x b|.

Las pruebas de estos teoremas sobre cardinales no se incluyen
porque no difieren de las pruebas usuales.

8.7. DAf. A estd clausurado respecto a Tsi T[A]< A.
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8.71. DAf. A esta clausurado respecto a la relacion triadica S
si S[A*] < A.

8.72. Yes la clausura de X respecto a las relaciones Tj, -,
T, y respecto a las relaciones triadicas Sy, ---, S, si Yes la menor
clase que incluye a X y que estd clausurada respecto a las
relaciones T; y respecto a las relaciones triadicas S,.

La existencia de esta clase se precisara unicamente bajo las
siguientes condiciones:

*8.73. Si ¥X y las relaciones T, ..., T, y las Sy, ..., S, son
univocas, entonces existe la clausura Yde X y es un conjunto; si,
ademas, X es infinito, entonces |Y]|=|X]|.

Prueba: Definase G FnV del siguiente modo:
G(x)=xU T, [x]U... UT,[x]US,[x*1U ... US,[x*].

Como el lado derecho es normal, y por 5.1, 5.13 y 5.18 es un
conjunto para cualquier conjunto x, tenemos que, por M5, G
existe. Ahora, mediante 8.45, definimos f Fn «w del siguiente
modo:

JO)=xAf(n+1)=G(f(n)

Considérese ahora Uf[co]; se trata de un conjunto y satisface las
exigencias de la definicion 8.72. Ademas, por 8.31, 8.621 y 8.63,
tenemos que para cada conjunto infinito y: |Uyl= ly|. Por tanto,
si x es infinito, entonces |f(n)|=|f(0)|=|x|, lo cual se prueba por
induccion completa sobre n. De aqui que, por 8.64 y 8.63,
!U‘f'[‘w]l <Jx x | =Max {|x], |ol} =|x], y por 8.28, |Uf[w]|>[f(0)
=|x].

5. El modelo A

Las clases y conjuntos del modelo A formaran una cierta
subfamilia de las clases y conjuntos del sistema original X, y la
relacion € del modelo A sera la relacion original € restringida a
las clases y conjuntos del modelo A. Llamamos constructibles a
las clases y conjuntos de A, y denotamos la nocion de clase
constructible mediante. ¥ y la clase de los conjuntos constructi-
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bles mediante L. Conjuntos, constructibles son aquellos conjun-
tos obtenibles mediante repetidas aplicaciones de las funciones
definidas por medio de los axiomas A4, B1-8, aunque modifica-
das de tal modo que proporcionen conjuntos cuando se apliquen
a conjuntos. Ademas, en determinados niveles de este proceso de
generacion, el conjunto de todos los conjuntos ya obtenidos sera
considerado como un nuevo conjunto constructible. Esto permi-
te que el proceso de generacion contintie hasta el infinito. Los
axiomas citados conducen a las ocho siguientes operaciones
binarias %, ..., 75, llamadas operaciones fundamentales:

91. Df#F (X, V)={X, Y}
(X, VV=ENX
Fo(X, Y)=XT1Y (es decir, =X N(Vx Y))
Z5(X, Y)=XNLAY)
Fo(X, V)=XNY !
F(X, Y)=XNInv,(Y)
Z(X, Y)=XNInv;(Y)

El factor X se afiade en %, ..., % por razones que se€ Veran mas
tarde (teorema 9.5). Es omitida la operacion de interseccion
(justificada por el axioma B2), porque XNY=X —(X —Y). Gra-
cias a 4.92-496, #,, ..., % pueden expresarse de un modo
diferente:

9.1. Z(X,V)=XNP;'[Y]
Z(X, Y)=XNP,[Y]
Z5(X, V)= XNP3[Y]
Z(X, Y)=XNP,[Y]
(X, Y)=XNPs[Y]

En otras palabras,
912. Z(X,Y)=XNQ,[Y]; n=4, .., 8,
donde Q, se define del siguiente modo:
9.14. Q,=P;', Qs=P,, Qg=P;, Q;=P,, Qg=Ps.
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Todas las operaciones fundamentales proporcionan conjun-
tos cuando se aplican a conjuntos, como puede verse gracias al
teorema 5.11.

Ahora consideramos la clase 9 x Q? (es decir, la clase de las
triadas < n, o, B> con n<9) y definimos para ella la siguiente
relacion S de buen orden:

92. Df (u,v<9—-(<p, o B> S <v, 9, 0>+ <a, f> R
<y, 0> V(<a, f>=<y, 6> Apu<v))ASS(9xQ?)?,

donde R es la relacion definida en 7.81. Respecto a la existencia
de S, véase la definicion 7.8. Como

<n, o, f>S<m, y, 6> - <a, f>R<y, 6>V
<o, B> =<y, 6>,

se sigue de 7.811 y 5.18 que cualquier S-seccion de 9 x Q* es un
conjunto. Pero, por 5.43, 9 x Q2 no es un conjunto. Por ello, en
virtud de 7.7, 9 x Q2 es isomorfo a Q respecto a S y E, es decir,
hay una J que satisface el siguiente postulado:

921. Df. J Fn 9x Q*ALR (J)=QAVuvafyd (11, v<9—
(<p o f>8 <v, 9, 0> = J(<p, o, B>)<J(<v, y, 6>)).

Definimos ahora nueve funciones J,, ..., Jg sobre Q2

9.22. DI Jo(<a, f>)=J(<0, o, B>)AJy Fn Q

Je(<a, B>)=J(<8, o, B>)NJg Fn Q2.

Evidentemente, tenemos que:

9.23. Los#(J,), n=0, ..., 8, son mutuamente exclusivos, y su
union es Q. (Es facil ver, aunque aqui no se ha de usar, que los
A(J,) son las clases de congruencia mod. 9 de Q y que
J(<a, B>)=9-P(<a, f>)+n, donde + y - denotan la adicion
y multiplicacion aritmética de ordinales.)

Por definicién de J, para cada y existe una unica triada <n,
o, B> tal que y=J(<n, a, f>). De aqui que existan dos
funciones H, y H, sobre Q tales que: H (J ,(<a, f>))=a y
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H,(J, (<o, B>))=p para cualquier n<9. H, y H, quedan
definidas por:

9.24. Df.
l. (<o, y>eH,xup(u<9Ny=J(<pu, o, B>NMAH, = QP

2. (<P, y>eH,Jua(u<IANy=J(<pu, a, f>)AH, = Q?
Para las J, y H, tenemos los siguientes teoremas:

9.25. J,(<a, f>)=Max {o, i},
J(<a, >) > Max {o, f} para n+0
H@<a Hyo)<a
H,(x) <o, Hy(@) <o para agR(J,)

Prueba: Sea y=Max{a, f}. Por la definiciéon 9.21 tenemos
que Jo(<ao, f>)=Jo(<y,0>). Por 7.611 Jo(<y,0>) =7y, por
la definicion 9.21, para n#0 J,(<a, f>)=Jo(<a, f>). Re-
uniendo las tres Gltimas desigualdades obtenemos que (para n #0):

Jn(<a7 ﬁ>)>J0(<aa /3>)2J0(<% 0>)>y’

y de aqui las dos primeras afirmaciones de 9.25. Las dos altimas
expresan los mismos hechos en términos de H, y H,.

*¥0.26. o, f<w, = J(<a f>)<w,

Prueba: Por la definiciéon 9.21, J hace corresponder biunivo-
camente el conjunto b de triadas que preceden a <n, a, f> en el
orden S con ¢l conjunto de ordinales menores que J,(<a, §>).
Por tanto, J,(<a, f>)~b. Pero, por 9.2 y 7.81, b= 9 x (Max {«,
B} +1)*. De aqui el teorema, por 8.491 6 8.63, segiin sea y=0, o
bien y>0 (utilizando 8.492 en el primer caso). Obsérvese que
para el caso y=0no se usa el axioma de eleccion.

¥9.27.  w, eRJ,)

Prueba: Por 9.25 w, <J(<0, w,, 0>), pero no w, <J(<0,
w,, 0>), porque, de otro modo, tendriamos que para alguna
cierta triada <n, y, 8> que preceda a <0, w,, 0> en el orden S
w,=J(<n,y, 6>). Y como <n, y, 6> S <0, w,, 0> implica
que 7y, 6 < w,, tendriamos, por 9.26, que J(<n, 7, 0>)<w,. Por
todo ello, w, =Jy(<w,, 0>), es decir, w, eA(J,). Para el caso «
=0 no se precisa el axioma de eleccién en el argumento.
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Ahora definimos, mediante induccién transfinita, una funcion
F sobre Q (la letra F se usara en adelante Gnicamente como
constante. Una observacion similar es aplicable a R, S y C,
definidas respectivamente en 7.81, 9.2 y 11.81) con los siguientes
postulados:

9.3. Df. ae®(Jo) — F(a) =2R(Fla)
ae?/B(Jl)—*F(oc) =/1(F(H1( )) F(Hz(oc)))

ae%(ls)*F(a) /é(F(H ( )) F(Hz(a)))
F Fn Q.

Para probar, por medio de 7.5, la existencia de F es necesario
definir previamente una funcién G sobre V con los siguientes
postulados: si 2 (x)eZ(J,), entonces G(x)=%(x); siZ(x)eRAJ,), n
=1, 2, ..., 8, entonces G(x)= Z,(x(H,@(x))), x(H,(2(x)))), y G(x)
=0 en cualquier otro caso. Como todos los simbolos que
aparecen son normales (véase la pag. 286), por M6 G existe. Por
7.5 hay una F sobre Q que cumple F(x)=G(Fla), lo que significa
que F satisface 9.3, como se puede observar en la siguiente
prueba: Supongamos que oac#(J,) con n+#0. Entonces
YFToa)eR(J,), ya que Z(Fa)=a. En consecuencia, G(F ! a)= #,
(Froa(H (o)), FPa(H,(a))). Por 925 Hi()<a y H,(e)<a, v ade-
mas, si f<a, entonces Flo(f)=F(f), de modo que F(a)=G(F Mx)
=%(F(H,(z), F (Hz(cx))) Similarmente, si ae#(J,), entonces
G(Fra)edh(],), asi que F(oa)=G(FMa)=2R(F Ma).

Consiguientemente, F existe, y se puede probar por induc-
cion que esta univocamente determinada. Los siguientes resulta-
dos son consecuencias de 9.3, y se obtienen sustituyendo o por
J(<pB, y>) en cada caso en la linea n de 9.3 y utilizando las
ecuaciones H,(J,(<a, f>))=a, H,(J,(<a, B>)=pB, que se
derivan de la definicion 9.24. .

931. F(U(<B, y>)=1{F(B), F(y)}

9.32. F(J,(<B,y>)=ENF(f)

9.33. F(Js(<B y>)=F(B)—F@©)

9.34. (Jn(<ﬂ’ }’>))=F(B)ﬂQn[F(V)], n=4a 57 "y 8.
9.35. aed#(Jy) — F(x) = Fla]
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Este ultimo grupo de teoremas muestra en qué modo F
refleja las nueve funciones fundamentales de 9.1.

Se dice que un conjunto x es constructible si hay un o tal que
x=F(a). La clase de los conjuntos constructibles se denota
mediante L, esto es,

94. Df. L=2A(F).

Una clase 4 es constructible cuando todos sus elementos son
conjuntos constructibles, y la interseccion de A con cualquier
conjunto constructible es, a su vez, un conjunto constructible, es
decir,

941. Df PA->AcLANAVx(xeL - ANxel).

Df. X, ..., Z, se usaran como variables de conjuntos constructi-
bles, y X, ..., Z, como variables de clases constructibles.

9.42. Df. El menor o tal que x=F(«) se llama el orden de x,
y se denota mediante Od(x), esto es,

9.421. Df (<y,x>€0d < <x,y>eFAVz(zey—
—1<x, z>eF)A0dc V2.

9.5. Incl F[o].

Es suficiente probar que F(a)cF[a], es decir, que todos los
elementos de un conjunto constructible aparecen antes que el
conjunto mismo.

Prueba: Sea o el primer ordinal que no cumpla que F(x)
o Fl[o]. Si ae#(J,), entonces Fla)=F[a], y por tanto F(x)
cF[a]. Si ac#(J,) con n+0, entonces a=J,(<pf, y>), con
n=+0. Por los teoremas 9.32, 9.33 y 9.34, si n>1, entonces F(x)
c F(P). Pero f<a, por 9.25, de modo que ¢l teorema vale para f,
es decir, F(f)< F[B]. De aqui que F(«)< F[f]. De nuevo, como
B<a, F[B]cF[a], ¥y se concluye que F(x)cF[a}. Si n=1,
entonces, por 9.31, F(«)={F(B), F(y)}, donde a=J,(<f, y>). Por
9.25 tenemos que B, y <o. Entonces F(f)eF[oa] y F(y)eF[a], con
lo cual {F(B), F(y)} < F[«], es decir, F(x)< F[o].

9.51. Incl L, esto es, cualquier elemento de un conjunto
constructible es constructible. (Por la definicion 9.41 lo mismo es
cierto para las clases constructibles.)
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Prueba: Sea xeL y sea a=0d(x), de modo que F(x)=x. Por
9.5 x< F[a]. Por tanto, xc L, puesto que F[a]l< L.
El siguiente enunciado se sigue de 9.5:

9.52. Si xey y x, yeL, entonces Od(x)<Od(y). En otras
palabras, xeF(a) = Od(x) <.

%, -, ¥ proporcionan conjuntos constructibles cuando se
aplican a conjuntos constructibles, es decir,

9.6. Z%(x,y)eL;n=1, .., 8.

Prueba: Como existen f3, y tales que x=F(f) e y=F(y), 9.31-
9.34 justifican el teorema.

9.61. xNyeL

Prueba: xNy=Xx—(Xx—7), y entonces de 9.6 para n=3 se
sigue el teorema.

*¥9.611. Od(X)<w, N Od(P)<w, = 0d(XxNY) < w,.
Se prueba por 9.26.
962, x,yeLo <x,y>el yx, ¥ zeL <X, y, z>€L

Prueba: Un sentido del bicondicional resulta de expresar
<x, y> como {{x}, {x, y}} y aplicar 9.6. El otro sentido es una
consecuencia de 9.51.

9.621. <x,y>elL o<y, x>€elL

<x,y,z>€l o<z, x,y>elL o <x,z, y>eL

(Se siguen inmediatamente de 9.62).
9.623. Q,(x)eL para n=>5, 6, ..., 8.
(Se sigue de 9.62 y 9.621))
9.63. xcL —-3y(xcy)

Prueba: Consideremos Od[x], que es un conjunto de ordina-
les; por 7.451 existe un ordinal « mayor que cualquier elemento
de Od[x], es decir, tal que Od[x]ca. Ademas, se puede encon-
trar un tal & que cumpla la restriccion adicional de que aed(J,)
(por ejemplo, tomando Jy(<0, >) en vez de «, ya que, por 9.25,
Jo(<0a>)2a), y entonces, por 9.35, F(a)=F[a]. Como x
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< Fla], tenemos que x< F(a), y F(a) es un conjunto constructi-
ble. Se sigue entonces que una clase constructible que sea un
conjunto es un conjunto constructible, es decir,

9.64. X — XelL

Prueba: Por 9.41 y 9.63, X esta contenida en un cierto y. En

consecuencia, XNy=X, y XNy es, por 9.41, un conjunto
constructible.

9.65. ¥x
Prueba: Por 9.51 X< L, y por 9.61 para cualquier y:xNyeL.
9.66. xUyeL

Prueba: Por 9.51 y 9.63 hay un z tal que xUy<z. Como XUy
=Z—(z—X)—}), de 9.6 se sigue el teorema.

98. 0eL

Prueba: 0=X —X, y entonces, por 9.6, es constructible.

9.81. L

Prueba: Lc Ly, en virtud de 9.51, xNL =X, de modo que
xNLeL. Entonces, por 9.41, ¥L.

9.82. ZENL

Prueba: ENLc L. Ademas, como XNE es una operacion
fundamental, por 9.6 XNEeL. Y como XxNE=XNENL, puesto

que Xc L, tenemos que XNENLeL. De aqui que, por 9.41,
ZENL.

9.83. YA-B
Prueba: A—B< L. (xNA)—(*NB) es, por 9.41 y 9.6, construc-

tible, y como (xNA4)—(xNB)=xN(A—B), se sigue que xN(A
—B)eL, asi que, por 941, A —B.
Similarmente:

9.84. LANB

9.85. LAUB
9.86. #0,[A]; n=5, ..., 8
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y
9.87. LLNQ.[A]

Los dos ultimos teoremas se prueban del siguiente modo: Qs, ...,
Qs, por 9.623, proporcionan conjuntos constructibles cuando se
aplican a conjuntos constructibles, de modo que Q,[A] = L para
n=>5, ..., 8. En vistas a probar que para n=4, ..., 8 xNQ,[4A]eL,
considérese un arbitrario yexNQ,[A] con n=4, ..., 8. y es una
imagen en Q, de algin elemento de A; sea y’ el menor elemento
de A del cual y es imagen. La totalidad de estos y’ para cada uno
de los elementos y de XNQ,[A] es un conjunto u de conjuntos
constructibles que cumple u < 4. Por 9.63 tenemos que hay un z
tal que u<z. Este z puede ser especificado de modo que Zc A,
tomando simplemente ZN A. Por tanto, podemos concluir que u
czc A. En consecuencia, por 4.86, xNQ,[Z1=xNQ,[A4], ¥y
~ como cada elemento de XNQ,[A] tiene un original en u y por
ello en Z, también xNQ,[A]<=xNQ,[Z]. Consiguientemente,
ScﬂQ,,[Z]=>"cﬂQ,,[Z] y, por 9.6, xNQ,[z]eL.

Los teoremas 9.86 y 9.87 toman, gracias a los teoremas 4.92-
4.96, las siguientes tres formas:

9.871. Z%(A)

9.872. ZLInv,(A)

9.873. LLN(Vx A)

9.88. ZAxB

_Prueba: Como, por 9.62, AxBclL, por 4871, AxB=(V
x B)N(Ax V)=LN(Vx BJNLN(Ax V). Ademds, por 9.873 y

9.872, ZLN(VxB) y LLN(A x V) De aqui que, por 9.84, ¥4
x B.

9.89. ZR(A)

Prueba: #(A)=2(A"1), por lo cual €l teorema se sigue de
9.871 y 9.872.

9.90. £AMB
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Prueba: A'B=ANVxB)=ANLN(Vx B). De aqui, por
9.873 y 9.84, se sigue el teorema.

991. ZA[B]

Prueba: A[B]=%(AB), de donde, por 9.89 y 9.90, se sigue el
teorema.

992, #(X, Y}

Prueba: Por la definiciéon 3.1, {X, Y} es 0 o {X} o {¥} o
{X, Y}, donde las variables que aparecen dentro de los corchetes
son variables de conjuntos. Entonces, por 9.6, 9.65 y 9.8, se sigue
el teorema.

No todas las operaciones sobre clases constructibles dan
necesariamente clases constructibles. Por ejemplo, no se puede
probar que Z2(X).

Considérese ahora el modelo A obtenido del siguiente modo:

1. Las clases de A son las clases constructibles.

2. Los conjuntos de A son los conjuntos constructibles.

3. La relacién de pertenencia de A, €, es la relacion e
restringida a las clases constructibles, es decir, X€, Y - XeY.

Los functores, los relatores y las constantes definidos hasta el
momento pueden ser relativizados al modelo A reemplazando en
su definicién o postulado definicional las variables X, Y, ..., por
X, Y, ...;las variables x, y, ..., por X, J, -.-; € por €, y los conceptos
y variables previamente definidos por sus relativizaciones, dejan-
do unicamente intactos los signos ldgicos (en especial también
=, considerado como signo légico). La relativizacion de una
variable x es otra variable cuyo ambito de variabilidad se
obtiene relativizando el relator que define el ambito de variabili-
dad de x. Obsérvese que la relativizacion de una constante 0 un
functor no tiene porqué existir a priori, ya que puede darse el
caso de que el teorema que establece su existencia y unicidad
(véase la pag. 228) no valga en A, y ademas, la relativizacion de un
concepto dependera de la definicion particular que escojamos, ya
que definiciones equivalentes no son necesariamente equivalen-
tes en A. (Sin embargo, en cuanto haya sido probado que los
axiomas de Z son validos en A, podremos afirmar que siempre



La consistencia del axioma de eleccion... 281

existe la relativizacion y que no depende de una definicion
particular.) Si existe la relativizacién de una constante A, un
functor G, un relator R, o una variable x (lo que presupone que
existe la relativizacion de cualquier signo que aparezca en su
definicién), la denotaremos por medio de A, G, R, y x,,
respectivamente (de aqui que x; y X, tengan el mismo ambito de
variabilidad que X y X). G, y R, se definen Unicamente para
argumentos que sean clases constructibles, de modo que tenemos
el siguiente teorema:

10.1. Si A, y G; existen, entonces A, es constructible y para

cada X,, ..., X,: G(X, -, X,) es constructible.

Las constantes, los relatores y los functores relativizados son,
evidentemente, al mismo tiempo constantes, relatores y functores
del sistema X, si se atiende a la exigencia de la pagina 227 de que
estén definidos para cualquier clase que pueda aparecer como
argumento. Ello se consigue, por ejemplo, estipulando que si X,
.., X,, no son todas constructibles, entonces G,(X4, ---, X,)=0y
RX, - X, es falso.

10. Df. Se dice que una constante A, un functor G o un
relator R es absoluto si existen respectivamente A, G, y R, y
resulta ademas que A;=A, y para cada X, ..., X, G(X,, -, X,)
=G(X,, --» X)) yRX, .. X,-RX, ... X, Sedice que una
variable x es absoluta cuando el ambito de variabilidad de x,
coincide con el de x.

Por el teorema 10.1 tenemos que:

10.11. Si A (o el functor G) es absoluta, entonces A es

constructible (para cada X,, .., X, G(X,, .., X,) es cons-
tructible).

Respecto al significado y utilidad de las nociones metamate-
maticas de relativizacion y absolutidad, véase la introduccion en
la pagina 216. La relativizacion de una féormula ¢ o una
sentencia ¥ se denota mediante ¢; y ¥, respectivamente, y se
obtiene reemplazando cualquier concepto y variable que en ella
aparezca por su correspondiente relativizacion (suponiendo que
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exista). En especial también la relativizacion de un teorema se
denota colocando un subindice ! a2 su ndmero.

10.12. «e» es absoluto.
Es cierto por definicion de g,

10.13. «c<» es absoluto.

Prueba: X <, Y - V(i X — ue, Y) o Va@me X — ueY). Ade-
mas, X ¢ Yo VuueX — ueY). Si Vu(ueX — ueY), entonces, en
especial, Vi(iie X — iie ¥). Por otro lado, también es vélida la
implicacion en el otro sentido, pues si # no pertenece a L, serd
falso que ueX, y por ello verdadero el condicional. Entonces X

g, YeoXc¥

10.131. X<, YAY<, X —» X=Y, es decir, el axioma de
extensionalidad relativizado es valido.

Se prueba por 10.13 y el axioma de extensionalidad.

10.14. «c» es absoluto.

Prueba: X Yo X o YAX£Y-XcY por 1013
Similarmente:

10.15. «Dis» es absoluto, es decir, Dis; XY~ Dis XY

10.16. «Vae» es absoluto, es decir, Vac; X«+»Vac X

10.17. El functor «{X, Y}» es absoluto.

Prueba: Por 3.1 {X, Y}, es la clase constructible Z tal que
VilueZ — u=XVa=7Y). {X, Y} satisface esta condicion de Z,
incluso con_cuantificaciéon sobre u, en vez de sobre . Ademads,
por 9.92, {X, Y} es constructible. Entonces, por 10.131, {X, Y}
es la Unica clase constructible que satisface esta condicion. Por

tanto existe la relativizaciéon del functor «{X, Y}» y {X, ¥},
={X, Y} para cada X e Y, es decir, «{X, Y}» es absoluto.

10.18. Si se define G de modo que G(X)=H(FX)yHyF
son absolutos, entonces G es absoluto.

Prueba: H(F(X))=H(F/(X)), y como, por 10.1, F,(X) es
constructible, tenemos que H(F,(X))=H,(F,(X))=G(X).
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Este principio también es valido para functores de mas de un
argumento.

10.19. El functor « < X, Y>» es absoluto.

Es una consecuencia inmediata de 10.17 y 10.18.
Similarmente:

10.20. El functor «< X, Y, Z >» es absoluto.
10.21. «Un» es absoluto.

Prueba: Un, X & Vuow( <D, u>,6, X N <w, i>,6,X - =w).
Por 10.12 y 10.19 pueden omitirse los subindices ! de la derecha
del bicondicional. Entonces (usando 9.62) la condicién es equiva-
lente a la obtenida al reemplazar respectivamente @, b, w por u, v,
w, como en la prueba de 10.13.

10.22. «%» es absoluto y «Pr» es absoluto.

Prueba: Por definicion del modelo A en la pagina 254,
tenemos que % X « X eL, de modo que, por 9.64 y el axioma A2,
% X< ©X. También: 1% X < 1€X.

No es posible probar que todos los conceptos son absolutos;
por ejemplo, no es posible hacerlo para «#» y «V».

10.23. V=L

Prueba: V, se define mediante el postulado Vx(xeV]). Puesto
que L satisface esta condicion, de ZL, el axioma de extensionali-
dad relativizado y 9.81 se sigue que L=V,

10.24. «O» es absoluto.

Prueba: ¥x(—1x€0) y 0 es la Gnica clase constructible que
satisface el postulado.

6. Prueba de los grupos de axiomas A-D para el modelo A

Ya ha sido probado que todos los relatores y functores que
aparecen en los axiomas son absolutos. Esto facilita la prueba de
los axiomas relativizados, pues al formar la relativizacion de una
sentencia pueden dejarse todos los relatores y functores absolu-
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tos tal y como estan, puesto que, por 10.1, sélo pueden tener
clases constructibles como argumentos, con lo cual los axiomas
relativizados pueden formarse reemplazando simplemente X por
X y x por X. Por comodidad escribimos los axiomas en su forma
relativizada:

Al, ¥x

A2, XeY- %X B
A3, ViaeX —ie¥)—X=

A4, VxyIVa(aer —ia=%Vi=7)
Bl, 3AVIY(<X,p>edeXe)
B2, VAB3CVx(xeCeoxeAAXeB)
B3, VA3IBVX(xeBe mxeA)

B4, VYA3IBYi(xeBe3p(<y, X>€A)

B5, VA3IBYxj(<y, X>eBoxeA)

B6, VAIBYXj(<X, y>e€Beo <J, X>€A)
B7, VA3BYXyz(<X, j, z>€Bo<y, Z X
B8, VAIBYXjz(<X, y,z>€Beo<X, 2,y
C1, 3Ja(—1Vac aAVi(xea—3y(yeaAxcy))
C2, Vx3IyViv(iedAvex —uey)

C3, Vx3IjpVu(iicx —>uey)

C4, VxA(UnA - 3IjVi(iey—IomexA <i, > €A))
D, ~1VacA-3x(xeAADis XA)

Al es el teorema 9.65; A2, es inmediato a partir de A2; por
10.131, es valido A3;; A4, es satisfecho por z={X, y} que, por 9.6,
es constructible. Probaremos Bl-8, mostrando en cada caso una
clase constructible que satisfaga la condicion:

Bl, Sea A=ENL. Por 9.82 la clase ENL es constructible, y
satisface <X, y>€ENL «+ Xey, puesto que <X, yj>€eE« X€ejyy
ademas <X, y>e€lL.

2. Sea C=ANB. Por 9.84 esta clase es constructible, y
satisface B2.

3. Sea B=L—A. Por 9.83 y 9.81 es una clase constructi-
ble, y satisface B3,.
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4,, Sea B=9%(A). Por 9.871 %(A) es constructible. Ademas
xeB « dy(<y, x>eA). Entonces, en especial, xeB « y(<y,
x>e€A) —39(<y, x>eA). La justificacion de la tltima equiva-
lencia reside en que si hay un tal y debe ser, por 9.62, construc-
tible.

5. Sea B=LN(V x 1). B es, por 9.873, constructible. Ade-
mas, como < x, y>eB < < x, y>el/AyeA, entonces < X,
y>€eB « <X, y>eLAyeA,y puesto que, por 9.62, <X, y>€lL,
tenemos que < X, y>€B « jeA.

6, Sea B=Inv(A). Por 9.872 B es constructible. Y como
<x, y>e€lv(4) < <y, x>ecA, entonces, en especial <X,
y>€elnv(4d) « <y, x> €A.

Los axiomas B7-8, se prueban del mismo modo. Considere-
mos ahora los axiomas Cl-4;:

l, a=F(w) satisface a Cl,.

Prueba: Por 9.27 we#(J,), asi que F(w)=F[w]. Si X€a (es
decir, si x=F(x) con a <) hay un numero natural f§ tal que
BeR(J,) y B>a (por ejemplo, gracias a 9.25 y 9.26, f=J,(<0, «
+1>)). Si y=F(p), entonces yea, y puesto que F(x)c F[S] y
F(B)=F[p], se sigue que x<y. Ademas F(x)eF[f], pero no
F(a)eF(x), de modo que F(a)<= F(B).

2;.  Considérese U)"c; por 5.122 y 9.61 se trata de un conjunto
de conjuntos constructibles. En consecuencia, por 9.63, hay un y
tal que Uz <. Entonces Yuy(uev A vex — uey), con lo cual
Vav(iued A\ vex — uey), es decir, y satisface la condicion de C2,.

3, Considérese LN#(X) (que, por 5.121, es un conjunto).
Por 9.63 hay un y tal que LN#(X)<y. Por tanto, ue LNZ(X)—
uey. Entonces ite LNA(X) — iicy, y con ello, teP(X) — ey, esto
es, U X — UE). .

4,. Sea y=A[X]. Por 991 y es constructible. Como uejy«s
Jv(vex A <u, v>€A), entonces, en especial, tey«s v (VEX A <1,
v>€eA). Ahora bien, si un tal v es constructible, seguira satisfa-
ciendo la condicion, y si existe un v que satisfaga la condicion
sera constructible, puesto que veX. En conclusién, i€y « 30
(Pex N\ <u, 1> e€A)
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Consideremos finalmente el axioma D, Por el axioma D:
Ix(xe A A Dis xA). Como xe A, x es constructible. Luego hay un
% que satisface la condicion.

Como todos los axiomas de X son validos en A, se sigue que
todos los teoremas probados hasta el momento, excepto quiza
los basados en el axioma de eleccidn, son también validos en A.
Consiguientemente, también los teoremas de existencia y unici-
dad necesarios para definir las constantes y functores introduci-
dos hasta aqui serdn validos en A, de modo que existe la
relativizacion de todos los conceptos introducidos (con excep-
cién de los conceptos cuya definicion depende del axioma de
eleccion, los cuales han sido marcados con *). En especial
existirin .4, y L.

7. Prueba de que V=L es valido en el modelo A

En vistas a probar que el axioma de eleccion y la hipotesis
generalizada del continuo son validos en el modelo A, mostrare-
mos que 1) ambos se siguen de los axiomas de X junto con el
axioma adicional V=L (que dice que todo conjunto es construc-
tible), y 2) V=L es valido en el modelo A, es decir, V=L,
Comenzamos con e] punto 2). Puesto que, por 10.23, V,=L, es
suficiente probar que L, = L, es decir, que la clase de los conjuntos
constructibles es absoluta. Con este fin se probara que todos los
functores, etc., usados en la construccion de L son absolutos.

Ser4 1til un comentario general sobre las pruebas de absolu-
tilidad. Para que el functor G(X,, ..., X,) sea absoluto es
suficiente mostrar que:

1) G proporciona clases constructibles cuando se aplica a
clases constructibles.

2) G satisface el postulado definicional relativizado, es
decir, si G ha sido definido mediante p(G(X, -, X,), X1, -y X,),
entonces cumple ¢)(G(X, - X,), X, -, X))

Es facil probar que 1) y 2) son condiciones suficientes, a
saber: G; existe, puesto que el modelo satisface los axiomas de Z.
Entonces ¢, tiene la propiedad de que para cada X,, ..., X, hay a
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lo méaximo un Y tal que ¢,(Y, Xy, o X,). Pero como, por
definicion de G,, ¢, (G,(X 1, -, X,), Xy, -, X,), y por €l supuesto
2) (pl(G(XI’ "'v n) Xl’ Ty Xn)a tenemos que GI(X17 Tt n)
=G(X,, ., X,). Similarmente, para que una constante A sea
absoluta es suficiente mostrar que es constructible y que satisface
el postulado relativizado. Recuérdese también que, por 10.18, los
functores definidos sustituyendo functores absolutos dentro de
functores absolutos son absolutos.

11.1. «x» es absoluto.

Prueba: Por 9.88 A x B es constructible. Por la definicion 4.1
tenemos ueA x B < Jow(veAAweBA u= <v, w>). Entonces
€A x B> Jow(ve ANweBA = <v, w>). Ahora bien, como ya
es usual, el lado derecho del bicondicional es equivalente al
enunciado obtenido reemplazando v, w respectivamente por 7, w.
Por tanto, A x B satisface el postulado relativizado y de aqui,
por el anterior comentario, que « X » sea absoluto.

11.11. Los functores «A4%», «A43», ..., son absolutos.

Se sigue de 10.8 y 11.1.
11.12. «Rel» y «Rely» son absolutos.

Prueba: Rel X X cV?y Rel, X < X =2, por 10.23. Pero,
por 9.62, X = I’ X = V2, de modo que Rel, X <>Rel X. Similar-
mente para Rels.

11.13. «2» es absoluto.

Prueba: Por 9.871 2(A) es constructible. xe2(A4)« Iy (<,
x> e A), con lo cual xeP(A)« Iy(<y, x> eA). Al modo usual, el
lado derecho del bicondicional es equivalente a la sustitucion de
y por y, de modo que ¥ (A) satisface el postulado relativizado.

11.14. «M» es absoluto.

Prueba: Por 9.84 ANB es constructible. Como xeANB—
x€A A xeB, tenemos que Xxe ANB < xeAA xeB, esto es, ANB
satisface el postulado relativizado.

11.15. «Inv,» es absoluto (n=1, 2, 3).
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Prueba: Por 9.872 Inv,(A4) es constructible. Consideremos,
por ejemplo, Inv(A4). Por definicion satisface la condicion:
Rel Inv,(A) A Vxy(<x, y>elny (4) o <y, x>eA)

Esta condicion implica, por 11.12, el enunciado relativizado. De

modo similar ocurre con Inv,(A).
11.16. «M es absoluto.
Prueba: A/B=ANWVxB)y A,B=AN(L x B). Como ANV

xB)cLxL, por 9.62, resulta, por 487, que AMB=ANV
x B)N(L x L)y=AN(L x B). Por tanto, ATB=A\B.

11.17. «%» es absoluto.

Prueba: Por definicion 2 (Inv(4))= £ (A). Entonces, por
10.18, 11.13 y 11.15, tenemos el teorema.

11.18. El functor «A[B]» es absoluto.

Prueba: Por definicion A[B]=4%(A"B). Entonces, de 10.18 se
sigue el teorema,

11.181. El functor relativizado del complemento es «L— X».
Prueba: L—X es, por 9.81 y 9.83, constructible, y yeL — X<
1yeX.
11.19. El functor «4 —B» es absoluto.
_Prueba: A— B=AN(L—-B)=ANLN(-B)=AN(—B)=A4
—B.
11.20. «U» es absoluto.

_Prueba: AU B=L—(L—-A)N(L—-B)=L—(L—(AUB)=4
UB (puesto que AUB<L).

1121, E,=ENL

Prueba: Por 9.82 ENL es constructible. Ademas, puesto que
Rel ENL, <X, y>eL y <X, y>eE«Xxey, tenemos Rel,
ENLAVXy(<X, y>€ENL«Xxey). Por tanto, ENL satisface el
postulado relativizado.

11.22. «%» es absoluto.
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Prueba: 75(X, V) =XNE,=XNLNE=XNE= %(X.Y),
por 11.14 y 11.21.

11.221. Los functores correspondientes a las operaciones
fundamentales «%» (n=1, 2, ..., 8) son absolutos. La prueba se
sigue, utilizando 10.18 y 11.14, de 10.17, 11.22, 11.19, 11.16, 11.13,
y 11.15, respectivamente.

11.23.  El functor diadico «A(X)» es absoluto.

Prueba: Como cualquier y que satlsfaga <y, X>ed es, por
9.51, constructible, tenemos que: si hay un unico conjunto
constructible y tal que <y, X > €A, habra un unico conjunto que
satisfaga esa condicién, y viceversa, Por tanto, 4(X),=A4(X) en
este caso. En caso contrario ambos son 0.

11.3. «Incl» es absoluto.

Prueba: Incl X & VuueX — ucX) < Vu@ueX - icX)e
Incl, X

11.31. «Ord» es absoluto.

Prueba: Ord X < Incl X A Vuv(u, veX—u=0vV uevV veu)
< Incl, X AViiv(n, 5eX —» =0V etV bein)
< Ord, X

La primera y ultima equivalencia se siguen inmediatamente de
las definiciones de Ord y Ord,.

11.32. «Numero-ordinal» es absoluto.

Prueba: Namero-ordinal X — Ord X A% X — Ord, X A%, X —
Nuamero-ordinal, X, por 11.31 y 10.22.

11.31 dice que los ordinales, en el sentido de A, son los
mismos que los ordinales, en el sentido original, que pertenecen
al universo del modelo A. Esto no significa que los ordinales del
modelo A sean los ordinales del sistema original, pues no se dice
nada acerca de los ordinales que puedan no pertenecer al
universo del modelo (es decir, que puedan no ser constructibles).
Véase, sin embargo, 11.42.

11.4. «Fne» cs absoluto.
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Prueba: Fne, Y<>Rel, YAUn, YRel YAUn Y- Fnc ¥,
por 11.12, 10.21 y 4.61.

11.41. «Fp» es absoluto.

Prueba: YFn, X < Fnc, YAZ,(Y)=X < Fnc YAZ(Y)=X,
por 11.4, 1113 y 4.63.

11.42. «Q» es absoluta.

Prueba: Por 7.16, Ord, Q,, y por 7.17, Pr; Q,. Pero, por 10.1,
Q, es constructible, y puesto que, por 11.31 y 10.22, Ord y Pr son
absolutos, tenemos que Ord Q, y Pr Q,. Entonces, por 7.2, Q,=Q.

De 10.11 se sigue que Q< L, usando 11.42; en otras palabras,

todo numero ordinal es constructible. Ademas, 11.42 implica
que:

11.421. Las variables «, §, ..., son absolutas.

11.43. «<» es absoluto.

Prueba: «<» es por definicion lo mismo que «e».

11.44. «<» es absoluto.

Prueba: X <Y es por definicion XeYV X =Y.
11.45. «+1» es absoluto.

Prueba: 7.4, 10.7, 11.20 y 10.18.

11451. Cada una de las constantes «0», «1», «2», «3», ...,
etc.,, es absoluta. Se prueba por 10.24 y 11.45.

11.46. «U»(y, por tanto, «Max» y «Lim») es absoluto.

Prueba: ze\UX o Jv(zev A veX) o Fo(zet A 1eX) o zeU,X.
Por tanto, UX=U, X, por el axioma de extensionalidad.

Ahora resta probar que las constantes «R», «S», «J», «H»,
«H,», «F» y, finalmente, «L» son absolutas, recordando que R es
un orden de pares definido en 7.81, S es un orden de triadas <n,
o, B> definido en 9.2, y F la funcidn, introducida en 9.3, que
define L. La prueba de absolutidad de cada una de estas
constantes se fundara en el siguiente lema:
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Si la constante A se define por medio del postulado ¢(A) y
todas las constantes, los functores, los relatores y las variables
que aparecen en ¢ son absolutos, entonces A es absoluta.

Prueba: Si ¢ satisface la condicion especificada, entonces
(X)) @(X). Por definicion de A y de A, tenemos también que
0(A) y ¢(A). Como, por 10.1, A, es constructible, ¢, (A,) implica
¢(A)) y entonces A;=A, ya que ¢(A;) y ¢(A).

11.5. «R» es absoluto.

Prueba: Por la definicion 7.81 tenemos que Rc(Q?PAVa
Byd(< <o, B>, <y, 8> >R —Max {a, } <Max {y, 6} V (Max
{a, B} =Max {y, 0} A(f<0V (B=0 A a<y))). Los conceptos que
aparecen en el postulado definicional son: <, Q, 2, <>, Max,
{}, <.e, y las variables «, B, ... Por 10.13, 11.42, 11.11, 10.19,
11.46, 10.17, 11.43, 10.12 y 11.421, respectivamente, se ha
probado que todos ellos son absolutos.

11.51. «S» es absoluta.

Prueba: Por la definicibn 9.2 tenemos S < (9x Q%A
Vafyouv(u<9Av<9 » (< <y, o, f>, <v, 9, 0> >SS < <u,
B>, <y, 6>>€eRV(<a, f>=<y, 6>Au<v)). Los concep-
tos que aparecen en el postulado que define a S y que son
diferentes de los que aparecian en el postulado de R son: x, R, 9;
y, por 11.1, 11.5 y 11.451, respectivamente, son absolutos.

11.52. «J» es absoluta.

Prueba: Tenemos, por la definicion 9.21, que J Fn 9
x P AR =QAVapyduy (u, v<9— (<p, o, B> S<v,y, 6> —
J({<p, a, f>)<J(<v, y, 0>))). Los signos adicionales de este
postulado son: Fn, R y (), y ya se ha probado que son absolutos
respectivamente en 11.41, 11.17 y 11.23,

11.53. Cada una de las «J,» es absoluta; n=0, 1, 2, ..., 8.

Prueba: Jo(<a, f>)=J(<0, a, B>)\Jo Fn Q2. No hay aqui
mas signos que los ya mencionados antes. Similarmente en Ji,
oy I

11.54. «H,;» y «H,» son absolutas.
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Prueba: En el postulado definicional 9.24 no hay mas
signos que los ya mencionados.

11.6. «F» es absoluta.

Prueba: Los tinicos simbolos adicionales que aparecen en el
postulado definicional 9.3 son My #, ..., %, que son absolutos,
respectivamente por 11.16 y 11.221.

11.7. «L» es absoluta.
Prueba: L=%#(F)y £y F son absolutos, por 11.6 y 11.17.

Ha sido probado a partir de los axiomas de £ que L,=L y,
por tanto, que V;=L,, es decir, que la proposicién V=L es valida
en el modelo A. Esto prueba que si existe un modelo para los
grupos de axiomas A, B, C y D, entonces también el conjunto de
axiomas que consiste en afiadir a los anteriores como nuevo
axioma la proposicion V=L tiene un modelo, a saber, el modelo
constituido por las clases y conjuntos «constructibles» del
modelo dado para X. Entonces si el sistema A, B, C, D es
consistente, también lo es el sistema aumentado. Otro modo de
decir lo mismo es el siguiente: si se obtuviese una contradiccion
de V=L y los axiomas de X (es decir, los axiomas de los grupos
A, B, C y D), entonces la misma contradiccion se podria derivar
de L,=V, y los axiomas relativizados A,, B;, C, y D,. Pero como
Vi=L,y A, B, C, y D, pueden probarse en X, como ya se ha
mostrado, entonces X seria contradictorio, de modo que podria
construirse una contradiccion en X si se derivase alguna contra-
diccion de T y V=L.

8. Prueba de que V=L implica el axioma de eleccion
y la hipotesis generalizada del continuo

Ahora sélo queda probar que el axioma de eleccion y la
hipoétesis generalizada del continuo se siguen de V=L y X.

Respecto al axioma de eleccion esto es inmediato, pues la
relacién As definida en 11.8, relacion que elige el elemento de
menor orden de cada conjunto constructible no vacio, satisface,
evidentemente, el axioma E si V=L.
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118. Df. (<y, x>eds < yexAVz(0d(z)<0d(y) —
—1zex)) A Rel As.

Llamaremos el elemento «elegido» de x al As(x).
11.81. Df. C(a)=0d(As(F(x))) A C Fn Q.

C(a) es el orden del elemento «elegido» de F(x). De aqui que, por
9.52, C(o)<a.

Las restantes paginas estan dedicadas a derivar la hipotesis
generalizada del continuo a partir de V=L y los axiomas de X.
Como ya hemos probado el axioma de eleccion a partir de estos
supuestos, nos esta permitido utilizar todos los teoremas y
definiciones marcados con * en su derivacidon. Los siguientes
teoremas seran consecuencias de £ y V=L, pero, sin embargo,
unicamente 12.2 depende realmente de V'=L; en todos los otros
no se usa V=L e incluso se podria haber evitado el uso del
axioma de eleccion en sus pruebas.

12.1. |Flw,]l=w,.

Prueba: Por 8.31 |F[w,]| < |w,|=a,. Por otro lado, hay un
subconjunto de w,, a saber, w, N%(J,), tal que los valores que
toma F para argumentos diferentes de ese subconjunto son
también diferentes, puesto que si y#6 y vy, 0ew,NR(Jy) y
suponemos que yed, entonces tenemos, por 9.3, que F(y)eF(J),
de modo que F(p)# F(5). Pero como J,[w?]cw,N#(J,), por
9.26, y como J, es biunivoca, tenemos que |w, N#(Jo)| = w,. De
aqui se sigue que |[F{w,]| = w,.

Gracias a 12.1, 1a hipdtesis generalizada del continuo se sigue
inmediatamente del siguiente teorema:

122, P(Flw,))=Flw,, ]
Este teorema se prueba por medio del siguiente lema:

12.3. Si acQ, a esta clausurada respecto a C, H; y H, y
respecto a las relaciones triadicas Jg,, .., Jg, ¥ si G es un
isomorfismo de a en un ordinal ¢ respecto a E, entonces G
también es un isomorfismo respecto a { <, f> /F(x)eF(p)}, es
decir,

%, pea — (F(@)eF(B) « F(G(@)eF(G(H))-
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Probaremos en primer lugar que 12.3 implica 12.2.

Prueba: Considérese un ue?(F[w,]), es decir, ucF[w,].
Como V=L, hay un ¢ tal que u=F(d); formese, de acuerdo con
8.73, la clausura del conjunto w,U{d} respecto a C, H; y H, y
respecto a las relaciones triadicas Jy, ..., Jg, clausura a la que nos
referiremos mediante a. Tenemos por 8.73 que a es un conjunto y
que |a|=w,. a es un conjunto de ordinales y entonces, utilizando
7.161, esta bien ordenado por E, con lo cual, por 7.7, es isomorfo
a un cierto nimero ordinal ¢, Sea G el isomorfismo, de modo
que G[a]=¢. Para abreviar llamaremos a* al G(x). Por el lema
12.3 obtenemos:

o, fea — (F()eF(B) — F(a*)eF(B*)).

Consideremos ahora é*, la imagen de 6 en G. §*e¢, es decir,
0* < ¢. Como G, al ser un isomorfismo, es biunivoca, |¢|=|a| = w,,
de donde se sigue que ¢ <w,.,, y por tanto é*<aw,,,;. Por
definicién w, ca, y para cada fea: F(B)eF(5) — F(f*)eF(6*), y
w, es inclusivo (pues es un numero ordinal). Entonces ¢, es una
E-seccion de a, por lo cual G establece una correspondencia
biunivoca entre w, y una E-seccidon de ¢, es decir, por 7.21, un
numero ordinal. Pero, por 7.62, s6lo puede tratarse de la funcion
identidad de w, en él mismo. En consecuencia, si few,, entonces
p=p*. De aqui se sigue que para todo few,: F(B)eF(d)—
F(B)eF(0%), esto es, F(0) y F(5*) tienen los mismos elementos en
comun con F[w,], es decir, F(6)NF[w,]=F(0*)NF[w,], y como,
por el supuesto, F(d)<Flw,], concluimos que F(d)=F(5*)N
Fl[w,]. Pero como, por 9.27, w,e#(J,), se sigue de 9.35 que
Flw,]1=F(w,), y, por tanto, u=F(0)=F(0*)NF(w,). En conclu-
sion, por 9.611 Od(u)<w,,,; y, en otras palabras, ueF[w,.,],
q.e.d.

En vistas a probar 12.3, probaremos primero el siguiente
teorema auxiliar:

12.4. De la hipotesis de 12.3 (omitiendo la clausura respecto
a C) se sigue que 1) G es un isomorfismo para las relaciones
triadicas J,(n=0, ..., 8), es decir (si abreviamos G(x) mediante o*),
para cada a, flea, n<9: J (<a*, p*>)=(J (<o, f>)* v 2) &
estd clausurado respecto a las relaciones triadicas J,,.
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En lineas generales, la prueba sigue las siguientes pautas: por
definicién de J y por la propiedad de clausura de a, J establece
un isomorfismo respecto a S y E entre la clase de las triadas <n,
a, f>, n<9, o, fea, y a. G convierte este isomorfismo en un
isomorfismo entre el conjunto ¢ de triadas <mn, a, f>, n<9, a,
Beé y &. Pero como J define al mismo tiempo un isomorfismo
entre ¢ y un cierto ordinal y, también con respecto a S y E, se
sigue, por 7.62, que y= ¢y que J restringida a ¢ coincide con la
imagen en G de J restringida a 9 x a*. Y esto es precisamente lo
que el teorema dice. La prueba en detalle es como sigue:

Sea j=J9 x a?). Entonces 2(j)=9 x a*. Como a esta clausu-
rado respecto a todas las J,, Z(j) < a. Pero también a < Z(j), pues
si suponemos que yea, entonces, puesto que a esta clausurado
respecto a H,; y H,, hay n, o, § con o, fea tales que y=J(<n, a,
B>), y de aqui que yeR(j). Por tanto, Z(j)=a. Ademas, para n,
m<9, o, B, y, d€a:

<n, o f> S <m 7y, 06> - j(<n, o, f>)<j(<m, y, 6>),

puesto que J tiene esta propiedad y en este dominio coincide con
j. Concluimos entonces que jIsomgg (9 x a?, a). Llamemos ahora j
a la funcién que construye G trasladando a j, esto es, j se define
del siguiente modo: jFn(9 x¢?) y para o, fea, n<9, j(<n, o*,
B*>)=(j(<n, a, f>))*. Esto también puede escribirse: para o,
Beé n<9, j(<n, o, B>)=(i(<n, ay, By >))*, donde o; =G *(«).
Queremos probar que j Isomg; (9 x &2, £). Tenemos que Z (j)=9
x &2y R(j)=¢, puesto que j tiene propiedades correspondientes.
Como G es un isomorfismo respecto a E, se sigue de la definicion
7.8 que para «, B, y, dea: <a, f> Le<y, 0> <> <a*, f*>
Le <y*, 6*>. Del mismo modo, por la definicién 7.81, para a, f3,
v, O€a:

<o, B> R <y, 0> <& <o f*¥> R <y* §*>.

De la definicién 9.2 se sigue que para n, m<9, a, B, y, 6e<:
<n, o, P> S <m, py, 6> o <n, a, f> S <m, y, 6>.
Supongamos ahora que o, f, y, 0€¢, que n, m<9 y que <n, «,
B> S <m,y, 6>. Tendremos entonces que <n, oy, f;> S <m,
71, 6;>, lo que implica que j(<n, «y, 1) E j(<m, y;, 61>),
puesto que j Isomg;(9 x a?, a). Entonces, como G es un isomorfis-
mo respecto a E, conluimos que (j(<n, oy, f; >))* E (j(<m, y,,
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0, >))*, esto es, j(<n, a, B>) E j(<m, y, 5>). En consecuencia, j
Isomg; (9 x &2, &)

Definimos ahora j.=JMN9 x¢?). Entonces 9 (j:)=9x &2, y
como 9 x ¢? es una S-seccion de 9 x Q2, Z(j.) es un cierto namero
ordinal y, porque la imagen de 9 x &% en J serd una E-seccion de
Q, y, por 7.21, sera entonces un ordinal. De aqui que tanto
JjeIsomg, (9 x &2, &) como jIsomg, (9 x &2, &), pero como, por 7.62,
no puede haber mas de un isomorfismo de este tipo de un
conjunto en un nuimero ordinal, se concluye que y= ¢y j.=j.
Entonces para o, fea, n<9, j.(<n, a¥, f*¥>)=j(<n, a*, f*>)
=(j(<n, a, B>))*, que es equivalente, por las construcciones de
J«yJj al enunciado: para a, fea, n<9, J(<n, a*, p*>)=(J(<n, a,
f>))*, que a su vez es equivalente a: para n=0, ..., 8, «, feaq,
J(<a*, f*>)=(J (<o, f>))* que era lo que se queria probar.
Se sigue inmediatamente de la altima igualdad que ¢ esta
clausurado respecto a las J,.

124 puede enunciarse de un modo simétrico como sigue:

125, SiacQ, a*<Q, a y a* estan clausurados respecto a
H,, H, y respecto a las relaciones triadicas J, y G Isom gz(a, a*),
entonces G es un isomorfismo para las relaciones triadicas J,.

La prueba se efectiia haciendo que a y a* se correspondan,
gracias a 7.7, biunivocamente con un mismo ordinal ¢ y
aplicando después 12.4.

12.51. La hipotesis de 12.5 implica ademas que para todo
oea 'y para n=0, ..., 8: aeR(J,) - G()eR(J,).

Prueba: Como a esta clausurada respecto a H, y H,, acZ#(J,)
implica que hay B, yea tales que a=J,(<p, y>). Entonces, por
12.5, a* =J (< f*, y*>), con lo cual a*eZ(J,).

A continuacion probaremos que:

12.6. Sia, a*y G satisfacen la hipétesis de 12.5 y ademas a y
a* estan también clausuradas respecto a C, entonces G es un

isomorfismo para las relaciones {<a, B> / F(0)eF(f)} y {<a,
B> | F(a)=F(p)}. En otras palabras:

© o fea > (F(weF(p) < F*)eF(B*) A (F(o)=F(p)
o F*)=F (%)),

donde, de nuevo, o* es una abreviatura de G(o).
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El esquema de la prueba consistira en llevar a cabo una
induccidn sobre n=Max {a, f}. Supondremos como hipotesis
inductiva que (e) es verdadera para a, feay o, f<y, v la
probaremos para a, fea, Max {a, B} =n. (La propiedad que se
va a probar por inducciéon que tienen todos los ordinales # se
expresa mediante la siguiente formula: Vaf(a, fea A n=Max
{0, B} = (F(w)eF(B) « F(G(@))eF(GB)) A (F(a)=F(B) < F(G(«)
= F(G(p))))). Esta expresion es normal, y entonces, por 7.161,
podemos efectuar la induccion.) Si Max{a, B} =n tenemos tres
casos posibles, el primero de los cuales es: « = =#. En este caso
las equivalencias (e) son verdaderas, porque en la primera los dos
miembros son falsos y en la segunda ambos son verdaderos. Los
dos casos restantes son a=1n, f<ny a<y, f=n. Por ello, lo que
hay que probar es:

F(a)eF(n) < F(a*)eF(n*)
para a, f<n, o, fea: < F(n)eF(B) < F(n*)eF(*)
F(n)=F(B) < F(n*)=F(*)

bajo el supuesto de que yea y

L F(x)eF(B) < F(a*)eF(B*)
(L Floy o F(B)» F ™ = F(ge) POT8 % BEa

Todo lo que siga desde ahora hasta el final de la prueba del
teorema 12.6 (en particular los teoremas (1)-(9) de las pags. 281-
284) depende de esta hipodtesis inductiva y de la hipotesis del
teorema 12.6.

Seran utiles las siguientes abreviaturas: r=F[a], r, = F[aNy],
r¥=F[a*] y r}=F[a*Nn*]. Por tanto, r,cr y r} cr*. Definimos
ahora una funcién biunivoca H der, enry asi H=FcG°F~* A
causa de la hipdtesis inductiva 11 H es biunivoca, y si x=F(o) y
aealn, entonces H(x)=F(x*). Por la hipotesis inductiva I H es
un isomorfismo respecto a E. Obsérvese que la hipotesis del
teorema 12.6 y las hipotesis inductivas son totalmente simétricas
en a, a* y en n, #*, de modo que lo que se prueba a partir de ellas
sera también valido si se intercambian respectivamente a, #, r, 7,,
GyHcona*n*r,rf, G'yH!,
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El siguiente paso sera probar que H es un isomorfismo para
la relacion triddica {<z, x, y> /z= <X, y>}, para la relaciéon
tetradica {<z, u, v, w> /z=<u, v, w>} y para las Q,. Para
justificar esto se precisan ciertos resultados preliminares.

(1) r esta clausurada respecto a las operaciones fundamen-
tales.

Prueba: Si x, yer, entonces hay o, fea tales que x=F(x), y
=F(f), y como a esta clausurada respecto a las J,, por 9.31-9.34
tenemos que %,(x, y)er. Por ello si x, y, zer, entonces x—y,
{x v} <x, y>, <x, y, z> y xNQ,[y] estan en r. En particular,
si x, yer, también xNQ,[{y}]er.

(2) xer— Od(x)ea.

Prueba: Por (1) {x}er, es decir, hay un aea tal que {x} = F(x).
Sea B=C(x). Como a esta clausurada respecto a C, fea. Ahora
bien, por definicion de C (11.81) f=0d(x).

3) xerAx#0- xNr+0

Prueba: Hay un aca tal que x=F(a). Por la definicion 11.81
F(C(a))ex, y como a esta clausurada respecto a C tenemos
F(C(a))er, de modo que xNr+0.

(3.1) {x, yler—x, yer; <x, y>er—x, yer; <x, y, z>€r
—X, y, ZET.

Prueba: Se sigue de (3) que {x}er — xer, porque x €s el tnico
elemento de {x}, y también que {x, y}er — x, yer, porque, por
(3), xer o yer; si suponemos que xer, entonces, por (1) {x}er, y
también por (1), {x, y} —{x}er, de modo que, en el caso de que
x#y, {y}er, y de aqui que yer. Por iteracion <x, y>er—x,
yer, y <X, y, z>€r — X, y, zer. Se sigue entonces que

4) yerA <y, x>€Q, — xer, para n+#5.

Prueba: Consideremos Qg, la permutacion del par ordenado.
Si <y, x>€Qq, entonces hay u, v tales que x=<v,u> ey
= <u, v>. Hemos supuesto que <u, v> €r, asi que, por (3.1), u,
ver, con lo cual <wv, u> er, por (1), es decir, xer. De un modo
similar ocurre con las otras permutaciones, es decir, con Q; vy Q.
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Consideremos ahora Q,=P,"'; supongamos que yer con
<y, x>eP;!; tendremos que <x, y>€eP,, es decir, que y s un
par ordenado con x como segundo miembro, de donde, por (3.1),
XE€r.

Hay un_teorema de inclusividad débil para r,:

(5) xer, Ayex — (yer — yer,).

Prueba: Sea o=0d(y). Por (2) aca, y por 9.52 0Od
(v)<Od(x)<#n. Entonces acaNy, es decir, yer,.

(6) yeF@Ayer - yer,.

Prueba: Por 9.52 0d(y)<#u. Por (2) Od(y)ea, de modo que
Od(y)eany, es decir, yer,.

(7) {x, yjer, > x, yer; <X, y>er, - x, yer; <X, y,

],
Z>€r, - X, Y, ZET,.

Prueba: Si {x, y}er, entonces x, yer, por (3.1), y de aqui,
gracias a (5), se sigue el resultado. Por iteraciéon obtenemos que
<X, y>e€r, - x, yer,, y lo mismo para las triadas.

(8) H es un isomorfismo respecto a { <z, x, y> /z={x, y}};
{<z, x, y>/z=<x, y>}, {<z, x, y, u>/z=<Xx, y, u>}y
respecto a Q, (n=4, 5, ..., 8).

(En adelante x* abreviard a H(x). De este modo el asterisco
serd una abreviatura de G o H segln aparezca sobre una letra
griega o latina).

Prueba: Considérese {x, y}. Queremos probar que
X, ¥, z€t, = (z={x, y} o> z¥={x* y*}).

Por la simetria de las hipotesis y puesto que x, y, zer, es
equivalente a x*, y*, z*erk, es obvio que para establecer la
equivalencia basta con probar el bicondicional en una direccion.
Lo probaremos de derecha a izquierda; z* = {x*, y*} implica que
x*ez* y que y*ez* y entonces, como H es un isomorfismo
respecto a E, xez e yez, es decir, {x, y} <z De este modo
Unicamente tenemos que probar que z—{x, y}#0. Como x, y,
zer, tenemos, por (1), que z—{x, y}er, de donde, por (3), si z
—{x, y}#0, existe un uer tal que uez—{x, y} Auez, y como
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zet,, concluimos por (5) que uer,. Entonces uez, u#x y usy,
con lo cual u*ez*, u*=£x* y u* =+ y*, porque H es biunivoca y es
un isomorfismo respecto a E. Pero esto significa que z* # {x*,
y*}, lo que contradice al supuesto.

Para justificar que H es un isomorfismo para z= <x, y>
debe probarse que x, y, zer, - (z= <x, y> & z¥ = KK x*, y*¥>).
De nuevo es suficiente con establecer la implicacién en una
direccion. Supongamos que z= <x, y>. Se sigue entonces que z
={u, v}, donde u={x, x} y v={x, y}. Por (7) tenemos que u,
ver,, asi que, construyendo z*, u*, v¥, x*, y*, se sigue que v*
={x* y*}, u*={x* x*} y z*={u¥* v*}, esto es, z*¥= <x*, p*>.

Respecto a las triadas ordenadas, si suponemos que z = <Xx,
y, u>, entonces z= < x, v>, donde v= <y, u>. Por (7) u, ver,,y
entonges z* = <x* v*> y v¥*= <y*¥ u*>, esto es, z¥ = <x*, y*,
u*>.

Consideremos ahora Q= P,; tenemos que mostrar que

X, Z€¥, = (<X, z>€P, & <x*, z¥>eP,).
n 2 2

Como es usual, solo se precisa la implicacién en una direccion.
Supongamos que <x, z>eP,. Debe haber, entonces, un y tal
que z= <y, x>; por (7) yer,, por lo cual, utilizando (8), z*
= < y¥ x*>, esto es, <x*, z*¥>eP,. Por otro lado, como H es
un isomorfismo respecto a P,, también debe ser un isomorfismo
respecto a Q, =P, L.

Quedan tnicamente las permutaciones Qg, Q- v Qg. Conside-
remos, por ejemplo, el caso de Q, Si suponemos que
<X, y>€Q, entonces existen u, v tales que x=<u, v> e y
=<v, u>. Como x, yer,, se sigue de (7) que u, ver, y
consiguientemente, por (8), que x* = <u*, v¥> e y* = <v* u*>,
es decir, <x*, y* > eQg. Las pruebas para Q, y Qg son similares.

Volvamos ahora a los tres enunciados que deben ser proba-
dos para finalizar la induccion, a saber,

1. F(x)eF(n)« F(a*)eF(n*)
(9) para todo «, feay< 2. Fn)eF(p)— Fn*)eF(f*)

3. F)=F(p)— Fn*)=F(*).
Ahora mostraremos que basta con probar el primero de estos

enunciados. Suponiendo que el primero es verdadero, vamos a
probar el tercero. Si F(i)# F(B), entonces F(iy)— F(f)#0, o bien
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F(B)—F(n)#0, y ademas, por (1), F(y)—F(B)er y F(B)—F(n)er.
De (1) y (3) se sigue que hay un uer tal que o bien ue F(8)— F(y)
o bien ue F(1ij) — F(f). Por ello ue F() o ue F(x) y, en ambos casos,
uer,, por (6), por (5) y porque F(B)er,. Supongamos ahora que
ucF(m)—F(B), es decir, ueF(y) y —ueF(f). Por la hipotesis
inductiva I tenemos que —1u*eF(B*), y puesto que hemos
tomado como hipétesis (9) 1., tenemos también que u*eF(5*).
Entonces F(n*)~ F(*)++0. Supongamos en segundo lugar que
ueF(B)— F(n), esto es, ue F(f) y —1ueF(x). Del mismo modo que
antes concluimos que u*eF(f*) y —1u*eF(»*), es decir,
F(y*)+ F(p*). De este modo hemos probado que F(#)# F(8) -
F(n*)#F(B*), vy el enunciado inverso se sigue de las razones
usuales de simetria.

Hemos justificado que el tercer enunciado de (9) se sigue del
primero. Ahora vamos a derivar el segundo a partir del primero
y el tercero. Suponemos que F(i)e F(f); sea o= Od(F(1)). Por 9.52
a<f<n,ypor(2) aeaNy. F(a)=F(y), y, por tanto, F(x)e F(f); de
F(n)=F(a) se sigue, por (9) 3., que que F(y*)=F(a*), y como por
la hipotesis inductiva 1 F(e*)eF(f*), concluimos que
Fn*)e F(B*), es decir, F(n)eF(f) » F(y*)e F(f*). La implicacion
inversa se justifica por simetria. Por todo ello sera suficiente con
probar (9) 1., y, por las mismas razones de simetria, bastara con
probar que:

para cada acaNy: F(a)eF(n) — F(a*)eF@#n*).

Suponemos que F(x)eF(n) y consideraremos casos separados
segin el indice n tal que ye#(J,).

1. Seaned(J,); por 12.51 n*e#(J,) y de aqui que, por 9.35,
F@)=F[n] y Fun*)=F[x*]. Entonces los dos miembros de la
equivalencia (9) 1. son verdaderos y, por tanto, trivialmente
equivalentes.

2. Sea ne%(J,). Entonces hay f, yea (por la propiedad de
clausura de a) tales que n=J,(<p, y>)y que, por 9.25, B, y <.
Por 12.5 también y*=J,(<p*, y*>), de modo que, por 9.31,
Fa)={F(B), FG)} y FO*)={F(*, F(*)}. Supuesto que
F(a)eF(x), tenemos que F(o)=F(f) o bien F(a)=F(y), y entonces,
por la hipodtesis inductiva 11, F(a*)=F(f*), o bien F(a*)=F(y*),
es decir, F(a*)e{F(8*), F(y*)} o, en otras palabras, F(a*)e F(y*).
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3. Si yeA(J,), tenemos, como antes que n=J,(<f, v>),
con B, yeaNy, y n*=J,(<p*, y*>). Por 932 Fiy)=ENF(P) y
Fy*)=ENF(p*). Si, pues, F(x)eF(y), entonces F(a)eE vy
F(o)eF(B). De la hipotesis de induccion 1 se sigue que
F(o*)e F(f*). Como ademas F(x)eE, hay x, y tales que F(a)= <x,
y> y xey; F(a)er,, de modo que, por (7), x, yer,, y entonces, por
(8), F(a*)= <x*, y*> y x*ey*, esto es, F(a*)eE. De aqui que
F(oa*)e ENF(f*) o, dicho de otro modo, F(a*)eF(n*).

4. Si ne#(J,;), procedemos de! mismo modo, de manera
que, por 9.33, F(y)=F(B)—F(y) y Fn*)=F(B*)—F(y*), con B,
yeaNy. Supuesto que F(a)e F(n), la hipotesis inductiva I aplicada
a F(x) con F(f) y F(y) da inmediatamente el resultado de que
F(oe*)e F(n*).

5. Supongamos que n=%(J,) para n=4, 6, 7, & Como
antes, n=J,(<p, y>) y n*=J,(<p* y*>) con B, yealy, asi
que, por 9.34, F(n)=F(B)NQ,[Fy)] y Fin*)=F(*)NQ,[F(y*)].
Supongamos ahora que F(x)eF(y), es decir, F(x)eF(B) y

F(0)eQ,[F(y)]. Se sigue entonces que F(a*)e F(f*); ademas, por
la definicion 4.52, hay un xeF(y) tal que <F(a), x>€Q,. Por (4)
xer, y como xeF(y)er,, por (5) xer,, de manera que, por (8),
<F(@*), x*>eQ, Como ademas x*eF(y*), tenemos que
F(e*)eQ,[F(y*)], de donde se sigue que F(o*)e F(i*).

6. Unicamente resta el caso ne#(Js). Como antes,
n=Js(<B, y>) y n*=J(<p* y*>), esto es, F(y) =
(BONP,LF(y)] v F(n*)=F(B*)NP,[F(y*)]. Téngase en cuenta que
xeP, [y] es equivalente a yNP; '[{x}]+0. Si F(x)eF(y), enton-
ces F(w)eF(B) y F(x)eP,[F(y)], esto es F(y NPy [{F(x)}1+0.
F(a)er y F(y)er, de modo que, por (1), F ﬂP2 L{F(e) }]er, con
lo cual hay, por (3), un uer tal que ueF YAuePy [{F(oc)}].
Entonces, por (5), uer,; como ueF(y) y <u, F(oc)>eP2 , Se si-
gue de (8) que u*eF(y*) y <u¥ F(oc*)>eP2‘1, es decir,
F(a*)eP,[F(y*)]; y F(a*)eF(n*), puesto que F(a*)eF(B*). Esto
concluye la prueba de 12.6.

De 12.6 se sigue inmediatamente 12.3, puesto que si q, &
satisfacen la hipdtesis de 12.3, entonces ¢ debe estar, por- 12.4,
clausurada respecto a J,, y también respecto a C, H, y H,
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(porque H,(x)<a y H,(®)<a, en virtud de 9.25, vy C(a)<a por
definicion). Entonces a y & satisfacen la hipotesis de 12.6.
Ademas, en la pagina 277 se probo que 12.2 se sigue de 12.3.
De este modo queda demostrado que la hipdtesis generalizada
del continuo es una consecuencia de X y el axioma adicional
V=1L.1%
Q. E. D.

Apéndice

La siguiente lista es una continuacion de la de la pagina 247
y muestra, por el método alli explicado, que todos los relatores y
functores que en estas paginas se han introducido con simbolos
especiales (excepto Bien-ordena y ~) son normales®”.

41. ZeXxYeu(<u, v>=ZNueX AveY)

4.11. ZeX? ZeX x X (de modo similar para X7)

42. Rel X < X < VV? (similarmente para Rels)

44, 441, 4411. Zelnv(X)edue (L= <u, v> A <,
u>eX) (similarmente para Inv, y Invs)

442, ZeXUY—ZeXV ZeY

443. ZeX —-Y—oZeX A ZeY

445. ZeR(X) > ZeZ(Inv(X))

45 ZeX'Y—ZeXN(VxY) (de modo similar para 1
(4.512))

452. ZeX[Y]e ZeR(X 1Y)

453, ZeXoY e Juww (Z=<u, w> AN <u, v>eX A <,
w>eY)

16 I Nota anadida en la segunda edicion]): La prueba de consistencia puede
extenderse al caso de que se afiadan axiomas de infinitud méas fuertes (por
ejemplo, el axioma de existencia de nimeros inaccesibles u otros dados por P.
Mahlo (Mahlo [1911] y Mabhlo [19131), por la simple razén de que todos estos
axiomas de infinitud implican su propia forma relativizada. Una observacion
similar se aplica también a las extensiones del sistema ¥ mediante otros axiomas
sugeridos por el significado intuitivo de los términos primitivos. (Afladido en
1966: esto es valido para los axiomas de infinitud y otros axiomas adicionales
conocidos en aquel entonces [{9517.)

17 Véase la nota 12,
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4.6. Biun X <> Un X A Un Inv(X)

461, Fne X Rel XAUn X

463. X Fn YoFnec XAZ(X)=Y

465 ZeX(Y)ye3Ju (ZeuAVv (<v, Y>eX > v=u))

48. zeUx —Ju(ZeuNueX) (la misma sentencia vale

para Max y Lim)

484, ZePX)y— €ZNZcX

6.1. X Conecta Y Y < XUInv(X)UI

63. X Seq, YoYNZ[X]cXAXcY

6.31. ZeSeg (X, Y)ZecXNT[{Y]]

6.4. Z Isompy(X, Y) < Rel ZABiun ZAD(Z)=X NR(Z)

=Y AVuv(u, veX - (<u, v>€P « <Z(u), Z(v)>€Q))

65 Ind x—Uxcx

6.6. Ord X< Incl XA E Conecta X

6.61. Nuamero-ordinal X< Ord X A% X

o B, y, -, son variables normales porque su ambito de

variabilidad es la clase Q.

6.63,664 X<Yo XeY; X<Y-XeYVX=Y

74, ZeX+1o ZeXV(Z=XN¥Z)

812, X Yo Ju(Rel u A Biun uNZ(uW)=X ANZWu)=Y)

82. ZelX|ZeQAVala ¥ X - Zea)

8.48, 8.49. Fin X« Ja(aew A X *o); Inf X < 1 Fin X
9.1. Ze#H(X, V) Zel{X, Y}, ZeFH(X, Y) o ZeENX

(similarmente para %, ..., %)

941. X o XcLAVulueL—->uNXel).

Indice

L

Simbolos especiales

{x,y} (1.1), pag. 235. <X, .. X, > (1.15), pdg. 235.
{x} (1.11), pag. 235. <x>(1.17), pag. 235.
<x, y>(1.12), pag. 235. X < Y (1.2), pag. 236.

<x,y,z>(1.14), pag. 235. X < Y (1.2), pag. 236.
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XNY(14),pag. 237.
—Y (1.41), pag. 237.

0 (2.1), pag. 240.

{X, Y} (3.1), pag. 244.
<X, Y>(3.12), pag. 244.
X XY (4.1), pag. 248.
X? (4.11), pag. 248.

X* (4.12), pag. 248.
uXv 4.211), pag. 249.
X' (4.412), pag. 250.
X UY (4.42), pag. 250.
X - Y (4.43), pag. 250.
X 'Y (4.5), pag. 250.
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Y 1 X (4.512), pag. 250.
X[Y] (4.52), pag. 250.
X °Y (4.53), pag. 250.
X(Y) (4.65), pag. 251.

U X (4.8), pig. 252.
X < Y (6.63), pag. 258.
< Y (6.64), pag. 258.

1 (7.4), pag. 261.
, 3, etc. (7.44, 7.45), pag. 262.
X ~ Y (8.1), pag. 266.
X LY (8.12), pag. 266.
{<x, .0 x> /}, pag. 249.
IX1(8.2), pag. 266.

/

X
X
17

o+

l

* (como ndmero de un teorema o una definicion), pag. 239.

Vx, dx, Ax, v, A, =, <>, 7, =, pdg. 233.

II.

Letras y combinaciones de letras

(Obsérvese que las letras C, F, R, S aparecen también como
variables antes de sus respectivas definiciones como constantes. )

As (11.8), pag. 293.
Bien-ordena (6.2), pag. 255.
Biun (4.6), pag. 250.

€, pag. 234.

C (11.81), pag. 293.
Cls, pag. 234.

Conecta (6.1), pag. 255.
P (1.5), pag. 237.

Dis (1.23), pag. 236.

Do (5.17), pag. 254.

E (4.3), pag. 250.

Eq. (8.13), pdg. 266.

F (9.3), pag. 275.

U/f“i e Z (9.1), pag. 272.
Fin (8.48), pag. 268.

Fn (4.63), pag. 251.

Fne (4.61), pag. 251.

1 (4.31), pag. 250.

Incl (6.5), pdg. 258.

Inf (8.49), pag. 268.

Isom (6.4), pag. 257.

Inv (4.4), pag. 250.

Inv (n = 1, 2, 3) (4.41, 4.42),
pag. 250.

J (9.21), pag. 273.

J(n=0,..,8) (9.22), pag. 273.

K (8.21), pag. 266.

K* (8.54), pag. 269.

H, H,(7.42,7.43), pag. 274.

L (9.4), pag. 276.

£(9.41), pag. 276.

[ (suscrito), pag. 281.
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Le (7.8), pag. 264.

Lim (7.31), pag. 261.
Max (7.31), pag. 261.
M1-M6, pags. 240, 246,

248,249, 251.

Nk (8.20), pag. 266.

Niamero-ordinal (6.61), pag.

258.

0d (9.421), pag. 276.
Ord. (6.6), pag. 258.
P (7.9), pag. 265.

P (4.84), pag. 252.
Pr (1), pag. 234.

P (n=1,..,5) (4.71-4.75),
pags. 251, 252.

Q (n=4,..,8)(9.14), pag.
272.

R (7.81), pag. 264.
(4.44), pag. 250.

Kurt Gode

Rel (4.2), pag. 249.
Rel (4.21), pag. 249.
S (9.2), pag. 273.
Sec (6.3), pag. 256.
Seg (6.31), pag. 256.
Un (1.3), pag. 236.

V (2.2), pag. 240.
Vac (1.22), pag. 236.
X (8.57), pag. 269.
R (8.59), pag. 270.
€ pag. 234.

o (8.4), pag. 267.

o, (8.59), pég. 270.
€ (6.62), pag. 258.
Q, Q, (742, 7.43), pigs

261, 262

%, pag. 238.

A, pag. 280.

Variables:

XYz ., ABC para clases.

X0z, ..,a,b, ¢ para conjuntos.

o, B }/ para ndmeros ordinales.

n, m o para ndmeros naturales.

X, Y A B para clases constructibles.

X, .. d b, .. para conjuntos constructibles.
IlI. Términos técnicos

absoluto (relator, functor, constante o variable), pag. 281.
ambito (de una variable), pag. 246.

asimétrica (6.21), pag. 255.
bien-ordena (6.2), pag. 255.
biunivoca (4.6), pag. 250.
cardinal (8.2), pag. 266.
clase, pag. 234.

clase propia (1), pag. 234.
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clase universal (2.2), pag. 240.

clase vacia (2.1), pag. 240.

clausurado (8.7, 8.71), pags. 270, 271,

clausura (8.72), pag. 271.

complemento (1.41), pdg. 237.

concepto, pag. 246.

conecta (6.1), pag. 255.

conjunto, pag. 234.

constante, pag. 244.

disjuntos (1.23), pag. 236.

dominio (1.5), pag. 237.

elemento elegido (11.8), pag. 293.

equivalente (8.1, 8.12), pdgs. 265, 266.

finito (8.48), pag. 268.

férmula, pag. 245.

férmula minima, pag. 245.

férmula primitiva, pag. 239.

funcién (4.61), pag. 251.

funcién ordinal (7.6), pag. 263.

funcién sobre (4.63), pag. 251.

functor, pag. 244.

imagen, pag. 249.

inclusiva (6.5), pag. 258.

infinito (8.49), pag. 268.

interseccion (1.4), pag. 237.

inversa (4.4, 4.41,4.411), pag. 250.

isomorfismo (isomorfo) (6.4, 6.41), pag. 257.

limite (7.31), pag. 261.

maximo (7.31), pag. 261.

monotona (estrictamente) (7.61), pag. 263.

n-nada (1.15), pag. 235.

normal (relator, functor, variable, término, férmula), pag.
246. '

nimero cardinal (8.20, 8.21), pag. 266.

nimero natural (8.4), pag. 267.

ndmero ordinal (6.61), pag. 258.

nimero ordinal del primer y segundo tipo (7.42, 7.43), pags.
261, 262.

operacion fundamental (9.1), pag. 272.
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orden (9.421), pag. 276.

ordinal (6.6), pag. 258. Véase también la pag. 257.

original, pag. 249.

par desordenado (1.1), pag. 235.

par ordenado (1.12), pag. 235.

partes (clase de las partes de) (4.84), pag. 252.

postulado definicional, pag. 245.

producto cartesiano (4.1), pag. 248.

recorrido (4.44), pag. 250.

relacion (4.2), pag. 249.

relacién n-dcida (4.21), pag. 249.

relativizacion (de relatores, functores, constantes, variables
pag. 280.

relator, pag. 244.

restringido a (4.5, 4.512), pag. 250.

seccion (seccion propia) (6.3, 6.30), pag. 256.

segmento (6.31), pag. 256.

término, pag. 245.

transitiva (6.11), pag. 255.

triada ordenada (1.14), pag. 235.

unién (4.42, 4.8), pags. 250, 252.

univoca (1.3), pag. 236.

vacio (1.22), pag. 236.

valor, pag. 249.

variable (tipo de), pdg. 244.

Suplemento. Agosto 1965

En los ultimos afios Paul J. Cohen ha realizado decisivos
progresos en los fundamentos de la teoria de conjuntos, inven-
tando un poderoso método de construccion de modelos numera-
bles. Este método proporciona respuestas a algunas de las mas
importantes cuestiones de consistencia. En particular Paul J.
Cohen ha probado en (2) que la hipotesis del continuo de Cantor
es indemostrable a partir de los axiomas de la teoria de
conjuntos (incluyendo los axiomas de infinitud del tipo de
Mahlo o Levy), suponiendo que dichos axiomas sean consisten-
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tes. En consecuencia, el valor que se otorgue a 2§“ es casi
completamente arbitrario. Véase (2), (9) y (3).

En el terreno de los axiomas de infinitud se han realizado
otros importantes progresos, a saber:

1. Han sido deducidos los axiomas de infinitud de Mahlo a
partir de un principio general que se refiere a la totalidad de los
conjuntos y que fue introducido por A. Levy en (7). Da lugar a
una jerarquia de diferentes y precisas formulaciones. Una de
ellas, dada por P. Bernays, implica todos los axiomas de
infinitud de Mahlo (véase (1)).

2. En (10) y (11) y en los articulos alli citados se han
formulado sentencias que, si son verdaderas, son axiomas de
infinitud extremadamente fuertes de un tipo totalmente nuevo, y
han sido estudiadas sus consecuencias y mutuas implicaciones.
En oposicion a los axiomas de Makhlo, la verdad (o consistencia)
de estos axiomas no se sigue inmediatamente de «las intuiciones
basicas que subyacen a la teoria abstracta de conjuntos» (véase
(10), pag. 134), y tampoco pueden, por supuesto, ser derivados a
partir de ellos. Sin embargo, los nuevos axiomas estan fundados
en argumentos mas bien fuertes de indole analdgica, tales como
el hecho de que las generalizaciones del teorema de representa-
cion de Stone a algebras Booleanas con operaciones sobre
infinitos elementos los implique. Como se conjeturd de un modo
general en (5), pagina 520, uno de los nuevos axiomas implica la
existencia de conjuntos no constructibles (véase (8)). Todavia no
se ha determinado si alguno de ellos implica la negacion de la
hip6tesis generalizada del continuo.

Una discusion general del problema del continuo de Cantor
y de su relacidn con los fundamentos de la teoria de conjuntos se
ofrece en (5) y (6).

Una version ligeramente diferente de la prueba de consisten-
cia llevada a cabo en estas paginas, version que muestra mas
claramente su idea basica, se encuentra esbozada en (4).
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Introduccioén a:
La légica matemdtica de Russell

El programa logicista (consistente en reducir la matematica a
la légica pura) habia sido propuesto por Frege. Pero ain no
habia acabado de reducir la aritmética de los nimeros naturales
a la loégica cuando Russell descubrié contradicciones en su
sistema formal. Russell hizo suyo el programa logicista de Frege,
y trato de llevarlo a cabo en Principia Mathematica, donde
redujo lo esencial de la matematica clasica a la teoria de tipos
mas los axiomas de infinitud y reducibilidad (lo que equivale a
reducir la matematica cldsica a la logica mas la teoria de
conjuntos). Gédel habia tomado el sistema formal de Principia
Mathematica como punto de partida para varias de sus mas
importantes investigaciones, probando en [1930] la suficiencia
semantica del fragmento de primer orden del calculo 16gico de
Principia y en [1931] la incompletud del sistema formal entero.
Respondiendo a una invitacién de Paul A. Schilpp a participar
en el volumen dedicado a Bertrand Russell en la Library of
Living Philosophers, Godel escribié una contribucion sobre la
légica matematica de Russell, en la que somete a analisis y
critica la filosofia de la logica de Russell, expuesta fundamental-
mente en las dos introducciones (correspondientes a las dos
primeras ediciones 1910 y 1927-) de Principia.

3l
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Fundamentalmente, Godel critica la tendencia russelliana a
prescindir de las entidades abstractas y a considerar nuestras
afirmaciones sobre ellas como meras facons de parler. Russell
pretende hacer una teoria sin clases, pero solo lo consigue a base
de aceptar la existencia de tantos conceptos (o «funciones
proposicionales») como clases, con lo que se limita a poner
distintos collares a los mismos perros. En la segunda edicion de
Principia pretende prescindir de los conceptos de tipos superio-
res, pero ello solo lo consigue a costa de admitir sentencias de
longitud infinita (incluso innumerable), con lo que el collar de las
clases pasa ahora al perro de las sentencias infinitamente largas.
Pero las sentencias infinitamente largas, los conceptos y las
clases son intercambiables e igualmente abstractos (excepto para
una «mente infinita», dice iréonicamente Gdodel).

Las entidades abstractas son imprescindibles y el intento
russelliano de prescindir de ellas se salda en un fracaso.

Godel aprovecha el analisis que hace de la logica russelliana
para exponer su propia filosofia (de tendencia «platénica» o
realista) de la logica: las clases y conceptos son objetos reales,
que nosotros no construimos, sino que nos limitamos a caracte-
rizar o describir. Por ello no hay inconveniente en aceptar
definiciones impredicativas.

La contribucion de Godel aparecio en 1944 bajo el titulo
Russell’s Mathematical Logic en las paginas 125-153 del volumen
The Philosophy of Bertrand Russell (editado por Paul A.
Schilpp), que formaba parte de la Library of Living Philosophers,
publicada en Evanston, Illinois. Se encuentra también recogida
en la antologia Benacerraf y Putnam [1964], paginas 211-232.

Godel escribio una nota final para afiadir a la reproduccion
de su articulo en esa antologia, nota que también incorporamos
a nuestra traduccion.

J.M.



LA LOGICA MATEMATICA DE RUSSELL

La logica matemadtica, que no es sino una formulacion
completa y precisa de la logica formal, tiene dos aspectos
completamente diferentes. Por un lado es una parte de las
matematicas que trata de clases, relaciones, combinaciones de
signos, etc., en vez de tratar de numeros, funciones, figuras
geométricas, etc. Pero por otro lado es una ciencia previa a
todas las demas, que contiene las nociones y principios que
subyacen al resto de las ciencias. Leibniz fue el primero en
concebir la logica matematica, y precisamente en este segundo
sentido, en su Characteristica universalis, de la cual habria
constituido una parte central. Pero su idea de un calculo l6gico
realmente suficiente para abarcar los razonamientos de las
ciencias exactas no fue llevada a la practica hasta casi dos siglos
después, por obra de Frege y Peano! (aunque quiza no de la
misma manera que Leibniz tenia en mente). Frege estaba
principalmente interesado en el analisis del pensamiento y utilizd
en primer lugar su calculo para derivar la matematica a partir de
la l6gica pura. Peano, no obstante, estaba mas interesado en sus
aplicaciones dentro de las matematicas y cre6 un simbolismo

! Sin duda Frege tiene la prioridad, pues su primera publicacion sobre el
tema, que ya contenia todo lo esencial, aparecid diez afios antes que la de Peano.
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elegante y flexible que le permitié expresar cada teorema
matematico, por complicado que fuera, de un modo perfecta-
mente preciso, y a menudo muy conciso, mediante una férmula.

La obra de Russell comenzé enmarcada en esta linea de
pensamiento de Frege y Peano. Frege, a causa de sus concienzu-
dos analisis de las deducciones, no habia llegado mas all4 de las
propiedades mas elementales de las sucesiones de ntmeros
naturales, mientras que Peano habia expresado en el nuevo
simbolismo una gran cantidad de teoremas matematicos, aunque
sin pruebas. Unicamente en Principia Mathematica se hizo uso
completo del nuevo método para derivar gran parte de las
matematicas a partir de muy pocos axiomas y conceptos logicos.
Ademas la joven ciencia se enriquecié con un nuevo instrumen-
to, la teoria abstracta de las relaciones. El calculo de relaciones
habia sido desarrollado por Peirce y Schrdder, pero con ciertas
restricciones y con excesiva analogia al algebra numérica. En
Principia se trataron desde el punto de vista de las relaciones
abstractas no solo la teoria de conjuntos de Cantor, sino
también la aritmética ordinaria y la teoria de la medida.

Es una lastima que esta primera presentacion amplia y
detallada de una légica matematica y la derivacion de las
matematicas a partir de ella ostente una falta de precision formal
tan grande en sus fundamentos (en *1-*21 de Principia) que
represente un paso atras en comparacion con Frege. Lo que
falta, ante todo, es una presentacion exacta de la sintaxis del
formalismo. Se omiten las consideraciones sintacticas incluso en
casos en que resultan esenciales para la correccion de las
deducciones, en particular en conexién con los «signos incom-
pletos». Estos no se introducen mediante definiciones explicitas,
sino mediante reglas que describen como las sentencias que los
contengan pueden ser transformadas en sentencias que no los
contengan. Para estar seguro de que esta transformacion es
posible y estd univocamente determinada (o respecto a qué
formulas esto es asi) y de que las reglas de inferencia se aplican
también a las nuevas expresiones (o hasta qué punto esto es
posible) es preciso realizar una inspeccion de todas las expresio-
nes posibles, y esto s6lo se puede llevar a cabo mediante
consideraciones sintacticas. La cuestion es especialmente dudosa
en lo que respecta a la regla de sustitucion y al reemplazo de
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signos definidos por su definiens. Si esta ultima regla se aplica a
expresiones que contengan otros signos definidos es preciso que
sea indiferente el orden de eliminacion. Sin embargo no siempre
es asi (pli=1(plu) es un contraejemplo). En Principia tales
eliminaciones se efectian siempre por medio de sustituciones en
los teoremas correspondientes a las definiciones, de modo que lo
que principalmente debiera haber sido probado es la regla de
sustitucion.

No pretendo, sin embargo, entrar en mas detalles sobre el
formalismo o el contenido matematico de Principia®, sino que
quisiera dedicar el resto del ensayo a la obra de Russell que trata
del analisis de los conceptos y axiomas que subyacen a la logica
matematica. En este terreno Russell tuvo muchas ideas, algunas
de las cuales se presentan con mayor claridad en sus primeros
escritos (o sélo se presentan ahi). Me referiré, por tanto,
frecuentemente a estos primeros escritos, aunque su contenido
pueda en parte no concordar con el actual punto de vista de
Russell.

En este terreno nos sorprende en primer lugar la pronuncia-
da actitud realista de Russell, que ¢l mismo manifiesta en
muchos pasajes de sus escritos. Dice en su Introduction to
Mathematical Philosophy (edicion de 1920, pag. 169). «La logica
trata del mundo real, lo mismo que la zoologia, aunque de sus
rasgos mas abstractos y generales.» Es verdad, sin embargo, que
esta actitud ha ido disminuyendo gradualmente con el paso del
tiempo?® y también que siempre fue mas fuerte en la teoria que en
la practica. Cuando se enfrentaba con un problema concreto, los
objetos a analizar (por ejemplo, las clases o las proposiciones) se
convertian pronto y en su mayor parte en «ficciones logicasy.
Aunque quiza esto no signifique necesariamente (de acuerdo con
el sentido en que Russell utilizaba este término) que estas cosas
no existan, sino Unicamente que no tenemos una percepcion
directa de ellas. |

Russell extendio también en otro aspecto (en uno de sus

2 Véase a este respecto el articulo de W.V. Quine sobre Whitehead en la
coleccion «The Library of Living Philosophers».

3 El pasaje antes citado fue suprimido en las postefiores ediciones de la
Introduction.
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primeros escritos) la analogia entre las matematicas y una
ciencia natural. Compara los axiomas de la logica y las matema-
ticas con las leyes de la naturaleza, y la evidencia logica con la
percepcion sensible, de modo que los axiomas no tienen que ser
necesariamente evidentes por si mismos, sino que su justificacion
estriba (como en la fisica) en el hecho de que permiten que estas
«percepciones sensibles» sean deducidas; esto no excluiria, por
supuesto, que tuviesen también una suerte de plausibilidad
intrinseca similar a la que se da en la fisica. Creo que (en el
supuesto de que «evidencia» se entienda de un modo suficiente-
mente estricto) este punto de vista ha sido ampliamente justifica-
do por posteriores desarrollos y se puede esperar que aun lo sea
mas en el futuro. Ahora resulta que (suponiendo que las
matematicas modernas son consistentes) la solucion de ciertos
problemas aritméticos exige el uso de supuestos que esencial-
mente trascienden la aritmética, esto es, el dominio del tipo de
evidencias elementales e indiscutibles que mejor pueden ser
comparadas con las percepciones sensibles. Parece, ademas,
probable que se precisaran nuevos axiomas basados en alguna
idea hasta el momento desconocida para decidir ciertas cuestio-
nes de la teoria abstracta de conjuntos e incluso cuestiones
relacionadas de la teoria de nimeros reales. Quiza las dificulta-
des aparentemente insuperables que otros problemas matemati-
cos han ido presentando durante muchos afios se deban al hecho
de que aun no se han encontrado los axiomas necesarios. Claro
esta que bajo estas circunstancias la matematica puede perder
buena parte de su «absoluta certeza»; pero esto ya ha ocurrido
hasta cierto punto por influjo de la moderna critica de los
fundamentos. Hay cierto parecido entre esta concepcion de
Russell y la idea de Hilbert de «suplementacion de los datos de
la intuiciébn matematica» mediante axiomas tales como, por
ejemplo, la ley del tercio excluso que, a juicio de Hilbert, no son
dados en la intuicién; la frontera que separa a los datos de los
supuestos tendria, sin embargo, diferentes trazos segun siguiése-
mos a Hilbert o a Russell.

Un ejemplo interesante del analisis que Russell lleva a cabo
de los conceptos logicos fundamentales es su tratamiento del
articulo determinado «el». El problema es: jqué denotan o cual
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es la referencia* de las llamadas expresiones descriptivas (es
decir, de expresiones como, por ejemplo, «el autor de Waverley»
o «el rey de Inglaterra») y cual es el significado de las sentencias
en que aparecen? La respuesta aparentemente obvia de que, por
ejemplo, «el autor de Waverley» se refiere a Walter Scott,
conduce a dificultades insospechadas. Si admitimos, en efecto,
el axioma aparentemente obvio de que la referencia de una
expresion compuesta que contiene constituyentes que tienen a su
vez una referencia depende Gnicamente de las referencias de estos
constituyentes (independientemente del modo en que la referen-
cia se exprese), entonces concluimos que la sentencia «Scott es el
autor de Waverley» tiene la misma referencia que «Scoft es
Scott»; y esto conduce casi inevitablemente a la conclusién de
que todas las sentencias verdaderas tienen la misma referencia (y
también todas las falsas)’. Frege llegd realmente a esta conclu-
sion; y lo entendia en un sentido casi metafisico que recuerda en
cierto modo la doctrina eleatica del «Uno». «Lo Verdadero»
—segin  Frege— lo analizamos de modos diferentes mediante
diferentes sentencias; siendo «lo Verdadero» el nombre que
utiliza para la comln referencia de todas las sentencias verda-
deras®.

Ahora bien, segun Russell, lo que corresponde a las senten-
cias en el mundo exterior son los hechos. Evita, sin embargo, el
uso del término «denota» o «se refiera a», y en vez de ello usa
«indica» (en sus primeros escritos usa «expresa» o «es signo de»)
porque mantiene que la relacion entre una sentencia y un hecho
es bastante diferente de la que hay entre un nombre y la cosa
nombrada. Utiliza ademds «denota» (en vez de «se refiere a»)
para la relacion establecida entre cosas y nombres, de modo que

* Uso en lo siguiente el verbo «referirse a» porque corresponde a la palabra
alemana «bedeuten», en el sentido que le dio Frege, que fue el primero en tratar este
tema. .

5 Las tUnicas posteriores suposiciones que se precisarian para obtener una
prueba rigurosa serian: (1) que «@(b)» y la proposicion «b es el objeto que tiene la
propiedad ¢ y es idéntico a b» significan lo mismo, y (2) que cualquier
proposicion «habla acerca de algo», es decir, puede tomar la forma ¢(b). Se
tendria ademas que usar el hecho de que para cualesquiera dos objetos a, b existe
una proposicion verdadera de la forma ¢(a, b), como, por ejemplo, a#b 0 a
=qNANbh=b,

® Véase Frege | 1892], pag. 35.
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tanto «denota» como «indica» corresponderian al «bedeuten» de
Frege. Entonces, de acuerdo con el punto de vista y la termino-
logia de Russell, las sentencias verdaderas «indican» hechos vy,
correspondientemente, las falsas no indican nada’. La teoria de
Frege se aplicaria entonces en un cierto sentido a las sentencias
falsas, pues todas ellas indican la misma cosa, a saber, nada.
Pero las diferentes sentencias verdaderas pueden indicar muy
diferentes cosas. Este punto de vista relativo a las sentencias
obliga a prescindir del principio antes mencionado sobre la
referencia (es decir, en terminologia de Russell, el correspondien-
te sobre la denotacién e indicacion) de las expresiones compues-
tas o a negar que una expresion descriptiva denote el objeto que
describe. Russell optd por la ultima alternativa® considerando
que una expresion descriptiva no denota nada, sino que so6lo
tiene significado en contexto; por ejemplo, la sentencia «el autor
de Waverley es escocés» se define de modo que signifique: «exis-
te una unica entidad que escribi6 Waverley y quienquiera que
escribiese Waverley es escocés.» Esto significa que una sentencia
que contenga la expresion «el autor de Waverley» no afirma
nada (hablando estrictamente) sobre Scott (pues no contiene
ningun constituyente que denote a Scott), sino que es s6lo un
modo indirecto de afirmar algo sobre los conceptos que apare-
cen en la expresion descriptiva. Russell aduce fundamentalmente
dos argumentos en favor de su punto de vista, a saber, (1) que
una expresion descriptiva puede ser empleada sin que carezca de
significado incluso en el caso de que el objeto descrito no exista
(por ejemplo, en la sentencia «el actual rey de Francia no

7 Debe distinguirse la indicacion (Bedeutung) de una sentencia de lo que
Frege llama su sentido (Sinn) que es el correlato conceptual del hecho objetiva-
mente existente (0 de «lo Verdadero»). Se podria esperar que en la teoria de
Russell esto fuese un hecho posible (0 mas bien la posibilidad de un hecho) que
existiria incluso en el caso de una proposicion falsa. Pero Russell, como €] mismo
dice, nunca podria creer que cosas tan «curiosamente oscuras» existan. Esta
también, y en tercer lugar, el correlato psicoldgico del hecho, llamado «significa-
cion» y entendido en el Gltimo libro de Russell como la creencia correspondiente.
«Sentencia», en oposicion a «proposicion», se usa para denotar la mera
combinacion de signos.

8 No hizo ninguna afirmacion explicita sobre la primera; pero parece que
podria valer en el sistema logico de Principia, aunque quizd mas o menos
vacuamente.
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existe»). (2) Que muy bien se puede entender una sentencia que
contenga una expresion descriptiva sin tener conocimiento del
objeto descrito, mientras que parece imposible entender una
sentencia sin conocer los objetos de los cuales se afirma algo. El
hecho de que Russell no considere toda esta cuestion de la
interpretacion de descripciones como problema de meras con-
venciones lingiiisticas, sino mas bien como cuestion de verdad o
falsedad es otro ejemplo de su actitud realista, a no ser quiza que
estuviese intentando llevar a cabo una investigacion meramente
psicologica de los procesos reales de pensamiento. En cuanto a
la cuestion en el sentido 16gico, no puedo por menos que pensar
que la teoria de las descripciones de Russell se ha limitado a
eludir el problema planteado por la intrigante conclusion de
Frege y que detras de ella se esconde algo que no acabamos de
entender completamente.

Parece que hay un aspecto puramente formal respecto al cual
la teoria de las descripciones de Russell seria preferible. Definien-
do el significado de las sentencias que contienen descripciones
del modo antes indicado, evita en su sistema logico cualquier
axioma sobre la particula «el», es decir, se hace explicita la
analiticidad de los teoremas que versan sobre «el»; se puede
probar que se siguen de la definicidon explicita del significado de
las sentencias que contienen «el». Frege, por el contrario, tiene
que suponer un axioma sobre «el», que naturalmente también es
analitico, pero solo en el sentido implicito de que se sigue del
significado de los términos primitivos. Un examen mas detallado
muestra, sin embargo, que este avance de la teoria de Russell
sobre la de Frege subsiste solo en la medida en que se interpreten
las definiciones como meras abreviaciones tipograficas y no
como una introduccion de nombres para los objetos descritos
por las definiciones, y este rasgo es comun a Frege y Russell.

Paso ahora a la investigacion mas importante de Russell en
el campo del analisis de los conceptos de la logica formal, a
saber, la relativa a las paradojas 16gicas y su solucion. Analizan-
do las paradojas a que habia conducido la teoria de conjuntos
de Cantor, las liberd de todos- sus tecnicismos matematicos,
proporcionando asi luz al asombroso hecho de que nuestras
intuiciones logicas (es decir, intuiciones relativas a nociones tales
como verdad, concepto, ser, clase, etc.) son autocontradictorias.
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Investigd entonces cuales de estas suposiciones del sentido
comun deben ser corregidas, y de qué modo, y llegd a la
conclusién de que el axioma erréoneo consistia en suponer que
para cualquier funcion proposicional existe la clase de objetos
que la satisfacen, o que cada funcién proposicional existe «como
una entidad separada»®; con lo cual se quiere indicar algo
separable del argumento (siendo la idea que las funciones
proposicionales se obtienen por abstracciom a partir de proposi-
ciones previamente dadas) y algo también distinto de la combi-
nacion de signos que expresa la funcion proposicional; es lo que
se llama la nocién o el concepto definido por ella!’. La
existencia de este concepto basta para las paradojas en su forma
«intensional», donde el concepto de «no aplicarse a si mismo»
toma el lugar de la clase paradojica de Russell.

Rechazando la existencia en general de una clase o un
concepto, queda por determinar bajo qué posteriores supuestos
(relativos a la funcion proposicional) existen estas entidades.
Russell sefial6 (loc. cit.) dos posibles direcciones para buscar un
criterio de este tipo, que llamo, respectivamente, la teoria del zig-
zag y la teoria de la limitacion de tamafio, y que quiza puedan
llamarse mas apropiadamente la teoria intensional y la extensio-
nal. La segunda estableceria que la existencia de una clase o
concepto depende de la extension de la funcién proposicional
(exigiendo que no sea demasiado grande) y la primera establece-
ria la dependencia respecto a su contenido o significado (exigien-
do un cierto tipo de «simplicidad» cuya formulaciéon precisa
constituiria el problema).

El rasgo mas caracteristico de la segunda (en oposicioén a la
primera) consistiria em la no existencia de la clase universal o (en

° En el primer articulo de Russell sobre el tema (Russell [1906], pag. 29). Si se
quisiera analizar paradojas como la de «el mentiroso» desde este punto de vista
se tendria que suponer que las proposiciones universales (v particulares)
involucran la clase de objetos a los que se refieren.

1% Debe entenderse que «funcién proposicional» (sin la cliusula «como
entidad separada») significa una proposicion en la que uno o mas constituyentes
han sido designados como argumentos. Podria pensarse que el par constituido
por la proposicioén y el argumento pueda a todos los efectos hacer el papel de la
«funcién proposicional como entidad separada», pero debe observarse que este
par (como una entidad) es de nuevo un conjunto o un concepto y por tanto
puede no existir.
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la interpretacion intensional) de la nocion de «algo» en un
sentido irrestricto. La teoria axiomatica de los conjuntos, como
después fue desarrollada por Zermelo y otros, puede considerar-
se como una elaboracion de esta idea en lo que respecta a las
clases'!. En especial, la expresion «no demasiado grande» puede
especificarse (como mostré J. v. Neumann'?) de modo que
signifique «no equivalente al universo de todas las cosas» o, para
ser mas exactos, se puede suponer que una funcidon proposicio-
nal determina una clase si y sélo si no existe ninguna relacion
(intensionalmente una funciéon proposicional con dos variables
libres) que asocie de un modo biunivoco a cada objeto con un
objeto que satisfaga la funcidon proposicional, y viceversa. Este
criterio, sin embargo, no aparece en la base de la teoria sino
como una consecuencia de los axiomas y puede, inversamente,
reemplazar a dos de los axiomas (el axioma del reemplazo y el de
eleccion).

También para la primera de las sugerencias de Russell, es
decir, para la teoria del zig-zag, se ha establecido recientemente
un sistema logico que comparte ciertas caracteristicas esenciales
con este proyecto, a saber, el sistema de Quine*>. No es, ademas,
improbable que existan otras posibilidades interesantes en esta
direccion.

El propio trabajo posterlor de Russell relativo a la solucion
de las paradojas no siguio¢ ninguna de las dos mencionadas
direcciones que ¢l mismo establecio, sino que se baso principal-
mente en una idea mas radical, la «teoria de la inexistencia de
clases», segin la cual las clases o conceptos no existen nunca
como objetos reales y las sentencias que contienen tales términos
solo tienen significado en la medida en que se interpreten como
una fagon de parler, un modo de hablar sobre otras cosas (véase
la pag. 314). Sin embargo, en Principia y en algin otro sitio
formul6 ciertos principios, descubiertos en el curso del desarrollo
de esta teoria, como principios logicos generales sin mencionar

11 Las paradojas intensionales pueden ser tratadas, por ejemplo por la teoria
simple de los tipos o la jerarquia ramificada, que no 1mphcan ninguna restriccion
indeseable cuando se aplican solo a conceptos y no a conjuntos.

'2 Véase von Neumann [1929].

13 Véase Quine [1937].
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en absoluto su dependencia de la teoria de la inexistencia de
clases. Voy a hablar en primer lugar de estos principios.

Me refiero en particular al principio del circulo vicioso, que
prohibe un cierto tipo de «circularidad» a la que se hace
responsable de las paradojas. La falacia, segiin se sostiene,
consiste en la circunstancia de que se definen (0 se asumen
tacitamente) totalidades cuya existencia implica la existencia de
ciertos nuevos elementos de la misma totalidad, a saber, elemen-
tos definibles Ginicamente en términos de la totalidad entera.
Esto lleva a la formulacién de un principio que dice que ninguna
totalidad puede contener miembros definibles unicamente en
términos de la totalidad, o miembros que involucran o presupo-
nen esta totalidad (principio del circulo vicioso). Para que este
principio sea aplicable a las paradojas intensionales se precisa
aun aceptar otro principio, a saber, que «cada funcién proposi-
cional presupone la totalidad de sus valores», y por tanto
evidentemente también la totalidad de sus posibles argumen-
tos'*. (En otro caso el concepto de «no aplicarse a si mismo»
no presupondria ninguna totalidad (pues no involucra ninguna
cuantificacion)!®, y el principio del circulo vicioso no prevendria
su aplicacién a si mismo.) Una consecuencial® es entonces un
correspondiente principio del circulo vicioso para funciones
proposicionales que dice que nada definido en términos de una
funcion proposicional puede ser un posible argumento de esta
funcion. El sistema al que se llega a partir de estos principios es
la teoria de los ordenes en la forma adoptada, por ejemplo, en la
primera edicion de Principia, segin la cual una funcioén proposi-
cional que contiene cuantificacion referida a funciones proposi-
cionales de orden n o pueda afirmarse significativamente de
funciones proposicionales de orden n es de orden n+1 cuanto
menos y el dominio de significacion de una funciéon proposicio-
nal, asi como el ambito de un cuantificador, deben estar
restringidos siempre a un orden determinado.

Sin embargo, en la Introduccion a la segunda edicién de

4 yéase Russell y Whitehead [1910-13], vol. I, pag. 39.

15 Los cuantificadores son los dos signos 3x y Vx, que significan, respectiva-
mente, «existe un objeto x» y «para todos los objetos x». La totalidad de los
objetos x a los que se refieren se llama su dominio o 4mbito de variabilidad.

16 ygase Russell y Whitehead [1910-13], vol. I, pag. 47, seccion IV,



La logica matematica de Russell 323

Principia (pag. XL1 y XLII) se dice que las funciones de orden
superior al del mismo predicado (por tanto también las funcio-
nes definidas en términos del predicado, como, por ejemplo, en
p(k)ek) pueden aparecer «en un sentido limitado» como argu-
mentos de un predicado de funciones; y en el apéndice B cosas
de este tipo aparecen constantemente. Esto significa que virtual-
mente se ha renunciado al principio del circulo vicioso para
funciones proposicionales. Este cambio esta relacionado con el
nuevo axioma que afirma que las funciones pueden aparecer en
las proposiciones s6lo «entre sus valores», es decir, extensional-
mente, lo que tiene como consecuencia que cualquier funcion
proposicional puede tomar como argumento una funcion del
tipo apropiado cuya extension esté definida (sin que importe qué
orden de cuantificacion se haya utilizado en la definicion de su
extension). No hay ninguna duda de que estas cosas son
totalmente inobjetables incluso desde el punto de vista construc-
tivo (véase la pag. 308), supuesto que los cuantificadores estén
siempre restringidos a Ordenes determinados. Las paradojas se
evitan mediante la teoria de los tipos simples'’, que en Principia
se combina con la teoria de los 6rdenes (dando como resultado
la «jerarquia ramificada»), pero de la cual es totalmente indepen-
diente y que no tiene nada que ver con el principio del circulo
vicioso (véase la pag. 321).

En cuanto al propio principio del circulo vicioso, tal y como
se formuld en la pagina 306, debe destacarse que, correspondien-
do a las expresiones «definible en términos de», «involucra» y
«presupone», tenemos tres principios diferentes, el segundo y el
tercero de los cuales son mucho mas plausibles que el primero.

17 Por «teoria de los tipos simples» entiendo la doctrina que dice que los
objetos del pensamiento (0, seglin otra interpretacion, las expresiones simbolicas)
se dividen en tipos, a saber: individuos, propiedades de individuos, relaciones
entre individuos, propiedades de tales relaciones, etc. (con una jerarquia similar
para las extensiones) y las sentencias de la forma: «a tiene la propiedad ¢», «b
esta en la relacion R con c», etc., no tienen significado si a, b, ¢, R, ¢ no son de los
tipos adecuados. Los tipos mixtos (tales como las clases que contengan
individuos y clases de individuos) y, por tanto, también los tipos transfinitos
(tales como la clase de todas las clases de tipos finitos) quedan excluidos. Un
analisis mas detallado muestra que la teoria de los tipos simples basta para evitar
también las paradojas epistemologicas. (Véase Ramsey [1926] y Tarski [1936],
pig. 399.)
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El primero de ellos es el que tiene un interés especial, pues solo él
prohibe las definiciones impredicativas'®, e impide por ello la
derivacion de las matematicas a partir de la 16gica efectuada por
Dedekind y Frege, al tiempo que destruye gran parte de las
matematicas modernas. Se puede demostrar que el formalismo
de la matematica clasica no satisface el principio del circulo
vicioso en esta primera forma, pues los axiomas implican la
existencia de numeros reales que sOlo son definibles en este
formalismo por referencia a todos los numeros reales. Como la
matematica clasica es construible a partir de Principia (incluyen-
do el axioma de reducibilidad), se sigue que incluso Principia (en
su primera edicion) no satisface el principio del circulo vicioso en
esta primera formulacion si «definible» significa «definible den-
tro del sistema», y no se conoce ningin otro método de definir
fuera del sistema (o fuera de otros sistemas de matematica
clasica) que los que ya involucran totalidades mas amplias que
las que aparecen en los sistemas.

Prefiero considerar esto como una prueba de que el principio
del circulo vicioso es falso que como una prueba de que la
matematica clasica es falsa, pero esto es ademas plausible por si
mismo. En efecto, se puede, antes que nada, negar, con buenos
fundamentos, que la referencia a una totalidad implique necesa-
riamente una referencia a cada uno de sus elementos o, en otras
palabras, que «todos» signifique lo mismo que una conyuncion
l6gica infinita. Se puede, por ejemplo, seguir la sugerencia de
Langford y Carnap!® e interpretar «todos» de modo que
signifique analiticidad, necesidad o demostrabilidad. Este punto
de vista tiene dificultades; pero no hay duda de que asi desapare-
ce la circularidad de las definiciones impredicativas.

Parece, en segundo lugar, que, incluso si «todos» significa
una conyuncion infinita, el principio del circulo vicioso en esta

18 Se trata de definiciones de un objeto « por referencia a la totalidad a la
que o mismo (y quiza también cosas definibles en términos de «) pertenece. Asi,
por ejemplo, si se define una clase o como la interseccion de todas las clases que
satisfagan una condicién ¢ y se concluye entonces que o es también un
subconjunto de las clases definidas en términos de o (en el supuesto de que
satisfagan ¢). )

19 yéase Carnap [1931], pag. 103; Carnap [1937], pag. 162, y Langford
[1927], pag. 599.
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primera formulacion se aplica so6lo cuando nosotros mismos
hemos construido las entidades en cuestion. En este caso esta
claro que debe existir una definicion (a saber, la descripcion de la
construccion) que no se refiera a una totalidad a la que el objeto
definido pertenezca, pues la construccion de una cosa no puede,
en efecto, basarse en una totalidad de cosas a la que la cosa que
ha de ser construida pertenezca. Si, sin embargo, se trata de un
problema de objetos que existen independientemente de nuestras
construcciones, entonces no hay nada absurdo en la existencia
de totalidades que contengan miembros que puedan ser descritos
(esto es, caracterizados univocamente)® solo por referencia a esa
totalidad?!. Un tal estado de cosas ni siquiera contradiria a la
segunda forma del principio del circulo vicioso, pues no se puede
decir que un objeto descrito por referencia a una totalidad
«involucre» esa totalidad, aunque la descripcion si lo haga; no
contradiria tampoco la tercera forma si «presupone» significa
«presupone la existencia» y no «presupone la cognoscibilidad».

De este modo parece que el principio del circulo vicioso se
aplica en su primera forma solo si se toma el punto de vista
constructivista’? (o nominalista) respecto a los objetos de la
logica y las matematicas y en particular respecto a las proposi-
ciones, clases y nociones, esto es, si se entiende, por ejemplo, por
una nociéon un signo junto con una regla para traducir las
sentencias que lo contengan a sentencias que no lo contengan, de
modo que un objeto independiente denotado por el signo
aparezca como una mera ficcion?3,

Sin embargo, también pueden concebirse las clases y los

20 Se dice que una funcién proposicional @(x) describe a un objeto a si ¢(x)
es verdadera cuando x=a y en ningin otro caso.

21 Véase Ramsey [1926]. pag. 338.

22 Usaré de ahora en adelante el término «constructivismo» como un
término general que comprenda tanto estos- puntos de vista como tendencias
tales como la que se encarna en la teoria de la «inexistencia de clases» de Russell.

23 Se podria pensar que es imposible concebir las nociones de este modo por
la razén de que las sentencias en que se traducen tienen que contener a su vez
nociones, de modo que se efectuaria un regreso al infinito. Sin embargo, esto no
exluye la posibilidad de mantener este punto de vista en lo que respecta a todas
las nociones mas abstractas, como las del segundo tipo o tipos superiores o
respecto a todas las nociones, excepto para los términos primitivos, que seran
8010 Unos pocos.
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conceptos como objetos reales, a saber, las clases como «plurali-
dades de cosas» o como estructuras que consistan en una
pluralidad de cosas, y los conceptos como las propiedades y las
relaciones de las cosas que existen independientemente de
nuestras definiciones y construcciones.

Me parece que la aceptacion de tales objetos es tan legitima
como la aceptacion de los cuerpos fisicos y que hay tantas
razones para creer en la existencia de aquéllos como en la de
éstos. Son necesarios para obtener un sistema de matematicas
satisfactorio en el mismo sentido en que los cuerpos fisicos 1o
son para una teoria satisfactoria de nuestras percepciones
sensibles, y en ambos casos es imposible interpretar los enuncia-
dos acerca de estas entidades como enunciados acerca de
«datos», es decir, en el ultimo caso acerca de las percepciones
sensibles.

El mismo Russell concluyé en el ultimo capitulo de su libro
Meaning and Truth, aunque «con vacilaciones» que existen
«universales», aunque aparentemente queria limitar esta afirma-
cion a los conceptos de percepciones sensibles, lo cual no sirve
para nada al 16gico. Usaré el término «concepto» de ahora en
adelante exclusivamente en este sentido objetivo. Una diferencia
formal entre las dos concepciones de las nociones seria que en el
sentido constructivista se puede suponer que cualesquiera dos
definiciones diferentes de la forma o(x)= ¢(x) definen diferentes
nociones. (En particular éste seria el caso en la interpretaciéon
nominalista del término «nocion» antes sugerida, pues dos de
estas definiciones proporcionan diferentes reglas de traduccion
para las proposiciones que contengan a «.) Por el contrario, esto
no es en modo alguno lo que pasa con los conceptos, pues la
misma cosa puede ser descrita de modos diferentes. Incluso
podria ser que el axioma de extensionalidad** o al menos algo
parecido valiese para los conceptos. Se puede ilustrar la diferen-
cia mediante la siguiente definicidon del numero dos: «Dos es la
nocion bajo la que caen todos los pares y nada mas» Hay
ciertamente mas de una nocion en el sentido constructivista que

24 Es decir, que dos propiedades diferentes no pertenecen exactamente a las
mismas cosas, que es, en cierto modo, un correlato del Principium identitatis
indiscernibilium de Leibniz, que dice que no hay dos cosas diferentes que tengan
exactamente las mismas propiedades.
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satisfaga esta condicion, pero debe haber una «forma» o «natu-
raleza» comun a todos los pares.

Como el principio del circulo vicioso se aplica en su primera
forma a las entidades construidas, en la ldgica constructivista
son inadmisibles las definiciones impredicativas y la totalidad de
las nociones, clases o proposiciones. Una definicion impredicati-
va requeriria construir una nocién mediante una combinacion
de un conjunto de nociones al que la misma nocién que ha de
ser formada pertenece. Entonces si se intenta retraducir una
sentencia que contenga un signo de una nocién definida impredi-
cativamente, resulta que se obtiene una sentencia que sigue
conteniendo un signo de la nocién en cuestion®®. Cuanto menos
esto es asi si «todos» significa una conyuncion infinita; la idea de
Carnap y Langford (mencionada en la pag. 308) no podria
ayudarnos en esto, pues si se introduce la demostrabilidad de un
modo compatible con la consideracion constructivista de las
nociones, entonces estaria dividida en una jerarquia de 6rdenes y
esto impediria obtener los resultados deseados?. Como Chwis-
tek ha mostrado?®’, es incluso posible, bajo ciertos supuestos
admisibles en la logica constructiva, derivar una contradiccion a
partir de la admision irrestricta de las definiciones impredicati-
vas. Mas especificamente, ha probado que el sistema de los tipos
simples se vuelve contradictorio si se le afiade el «axioma de
intensionalidad», que dice (mas o menos) que a definiciones
diferentes corresponden nociones diferentes. Ya se ha indicado,
sin embargo, que se puede suponer que este axioma vale para las
nociones en el sentido constructivista.

En cuanto a los conceptos, el aspecto de la cuestion cambia
completamente. Como se supone que los conceptos existen
objetivamente, parece entonces que no hay objeciones a hablar
de todos ellos (véase la pag. 316) ni a describir alguno por
referencia a los demds (o al menos a los de un tipo determinado).
Se puede, no obstante, preguntar si este punto de vista no es

25 yéase Carnap [1931].

26 El programa es, a pesar de todo, interesante, pues muestra de nuevo la
constructibilidad de nociones que pueden ser afirmadas significativamente de
nociones de orden arbitrariamente alto.

27 yéase Chwistek [1932-33], pag. 367.
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también refutable para los conceptos, puesto que conduce a
cosas tan «absurdas» como que existen propiedades ¢ tales que
¢(a) consiste en un determinado estado de cosas que involucre
todas las propiedades (incluyendo a ¢ misma y a las propiedades
definidas en términos de ¢), lo que significaria que el principio
del circulo vicioso no es valido ni siquiera en su segunda forma
para los conceptos o las proposiciones. No hay duda de que la
totalidad de las propiedades (o de las de un tipo dado) lleva a
situaciones de este tipo, pero no creo que contenga nada
absurdo?®. Es cierto que tales propiedades ¢ (o tales proposicio-
nes ¢(a)) tendran que contenerse a si mismas como constituyen-
tes de su contenido significativo y de hecho de muchas maneras,
a causa de las propiedades definidas en términos de ¢; pero esto
solo impide construir su significado (es decir, explicarlo como
una afirmacién sobre las percepciones sensibles o cualesquiera
otras entidades no conceptuales), lo cual no es una objecion para
quien adopte el punto de vista realista. Tampoco es autocontra-
dictorio que una parte propia sea idéntica (no meramente igual)
al todo, como se puede ver en el caso de estructuras en el sentido
abstracto. La estructura de las sucesiones de niimeros naturales,
por ejemplo, se contiene a si misma como una parte propia, y es
facil ver que existen también estructuras que contienen infinitas
partes diferentes cada una de las cuales contiene a toda la
estructura como una parte. Existen ademads, incluso en el
dominio de la logica constructivista, ciertas aproximaciones a
esta reflexividad de las propiedades impredicativas, a saber,
proposiciones que no se contienen a si mismas como parte de su
significado, pero si contienen su propia deducibilidad formal®°.
La deducibilidad formal de una proposicion (en el caso de que
los axiomas y las reglas de inferencia sean correctos) implica esta

28 Fl sistema formal correspondiente a este punto de vista tendria, en vez del
axioma de reducibilidad, la regla de sustitucion de funciones descrita, por
ejemplo, en Hilbert-Bernays [1934], vol. 1, pag. 90, aplicada a variables de
cualquier tipo junto con ciertos axiomas de intensionalidad requeridos por el
concepto de propiedad y que, sin embargo, serian mas débiles que los de
Chwistek. Deberia observarse que este punto de vista, si se combina con una
solucidon de las paradojas parecida a la indicada en la pagina 322, no implica
necesariamente la existencia de conceptos que no puedan ser expresados en el
sistema. ‘

29 Véase Godel [1931], pag. 173, o Carnap [1937], pag. 35.
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proposicion y en muchos casos es equivalente a ella. Ademas
existen sin ninguna duda sentencias que se refieren a la totalidad
de las sentencias, a la que ellas mismas pertenecen, como, por
ejemplo, la sentencia: «Cualquier sentencia (de un lenguaje dado)
countiene al menos una palabra relacional.»

Este punto de vista sobre las propiedades impredicativas
obliga, por supuesto, a buscar otra solucién para las paradojas,
segun la cual la falacia (es decir, el axioma erréneo subyacente)
no consista en suponer cierta reflexividad de los términos
primitivos, sino en otros supuestos sobre ellos. Una tal solucion
puede encontrarse de momento en la teoria de los tipos simples y
quiza, en el futuro, en el desarrollo de las ideas esbozadas en las
paginas 305 y 323. Naturalmente, todo esto sélo se refiere a los
conceptos. En cuanto a las nociones en el sentido constructivista,
no hay duda de que las paradojas se deben a un circulo vicioso.
No es sorprendente que las paradojas tengan diferentes solucio-
nes, segun las diferentes interpretaciones de los términos.

En cuanto a las clases en el sentido de pluralidades o
totalidades, pareceria que tampoco son creadas por sus defini-
ciones, sino meramente descritas y que por tanto no se les aplica
el principio del circulo vicioso en su primera forma. Incluso
pienso que existen interpretaciones del término «clase» (a saber,
como cierto tipo de estructuras) a las que ni siquiera se les aplica
en su segunda forma3®°. Pero, a la vista del desarrollo de las
matematicas contemporaneas, se puede incluso suponer que se
aplica en su segunda forma, lo cual para las clases consideradas
como meras pluralidades es, ademas, una suposicion muy
plausible. Se llega entonces a algo parecido al sistema de
axiomas para la teoria de conjuntos de Zermelo, es decir, se
dividen los conjuntos en «niveles», de tal modo que sélo los
conjuntos de los niveles mas bajos puedan ser elementos de los
conjuntos de niveles mas altos (esto es, xey es falso siempre que
x sea de un nivel superior al de y). No hay ninguna razon,
considerando las clases en este sentido, para excluir mezclas de
niveles en un conjunto y niveles transfinitos. El lugar del axioma

30 Se encuentran ideas que van en esta direccion en los siguientes articulos:
Mirimanoff [1917] y Mirimanoff [1917-20]. Véase en especial la pagina 212 del
vol. 19.
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de reducibilidad lo toma ahora el axioma de formacion de clases
(el Aussonderungsaxiom de Zermelo), que dice que para cada
nivel y para cualquier funcidon proposicional ¢(x) existe el
conjunto de los x de este nivel para los cuales ¢(x) es verdad, y
parece que esto se sigue del concepto de clases como plurali-
dades.

Russell aduce dos razones en contra de la consideracion
extensional de las clases, a saber, la existencia de (1) la clase
vacia, que no puede ser una coleccion, y (2) las clases unitarias,
que tendrian que ser idénticas a sus Unicos elementos. Pero me
parece que estos argumentos sOlo podrian, en ultimo caso,
probar que la clase vacia y las clases unitarias (en tanto que
distintas de sus Unicos elementos) son ficciones (introducidas
para simplificar los calculos como los infinitos puntos en la
geometria), pero no que todas las clases son ficciones.

Pero las paradojas han creado en Russell una tendencia
pronunciada a construir la l6gica sin recurrir, en la medida de lo
posible, a aceptar la existencia objetiva de entidades como clases
y conceptos. Esto conduce a la formulacion de la ya mencionada
«teoria de la inexistencia de clases», segun la cual se introducen
las clases y los conceptos como una fagcon de parler. También las
proposiciones (en particular las que contienen cuantificacion)®!
fueron antes o después incluidas en este plan, lo cual no es mas
que una consecuencia logica de este punto de vista, pues, por
ejemplo, las proposiciones universales, consideradas como enti-
dades que existen objetivamente, pertenecen sin duda ninguna a
la misma categoria de objetos ideales que las clases y los
conceptos, y conducen a las mismas paradojas si se admiten sin
restricciones. En cuanto a las clases, se llevd realmente a cabo
este programa, es decir, se establecieron explicitamente las reglas
para traducir las sentencias que contienen nombres de clases o el
término «clase» a sentencias que no los contienen; y la base de la
teoria, es decir, el dominio de sentencias en que se traducen las
demas, es clara, de modo que (dentro del sistema de Principia) se
puede prescindir de las clases, pero solo si se acepta la existencia
de un concepto siempre que se quiera construir una clase.
Cuando se llega a los conceptos y a la interpretacion de las

31 Véase Russell [1906], pag. 627.
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sentencias que los contienen o que contienen algun término
sindbnimo, el asunto no esta de ningin modo tan claro. En
primer lugar, algunos de ellos (las relaciones y predicados
primitivos tales como «mas frio» o «rojo») aparentemente tienen
que ser considerados como objetos reales3?; todos los demds (en
particular, segiin la segunda edicion de Principia, todas las
nociones de tipo superior al primero, y con ellas todas las
nociones logicamente interesantes) aparecen como algo construi-
do (es decir, como algo que no pertenece al «inventario» del
mundo); pero ni el dominio basico de proposiciones en términos
de las cuales todo se ha de interpretar finalmente ni el método de
interpretacion estan tan claros como en el caso de las clases.
Todo este esquema de la teoria de la inexistencia de clases es
de gran interés, en tanto que es uno de los pocos exponententes,
llevado a cabo en detalle, de la tendencia a eliminar la acepta-
cién de la existencia de objetos exteriores a los «datos» y a
reemplazarla por construcciones sobre la base de estos datos®?.
En este caso el resultado ha sido esencialmente negativo; es
decir, las clases y los conceptos introducidos de este modo no
tienen todas las propiedades exigidas para su uso en matemati-
cas, a menos que se introduzcan axiomas especiales para los
datos (por ejemplo, el axioma de reducibilidad), que en esencia
significan que en los datos existe ya el tipo de objetos que han de
ser construidos, o se acepte la ficcion de que se pueden formar
proposiciones de longitud infinita®** (incluso innumerable), esto
es, se opere con funciones veritativas de infinitos argumentos sin
que importe si se pueden construir o no. Pero una funcion
veritativa de este tipo, {qué es sino un tipo especial de extension
(o estructura) infinita, mas complicada incluso que una clase y
dotada ademdas de un significado hipotético que sélo puede
comprender una mente infinita? Todo esto solo es una verifica-
cién del punto de vista antes defendido de que la l6gica y las

32 En el apéndice C de Principia se esboza un método mediante el cual éstos
podrian también construirse por medio de ciertas relaciones de similaridad entre
proposiciones atomicas de tal modo que estas Gltimas serian entonces las Gnicas
que quedarian como objetos reales.

33 Los «datos» deben entenderse aqui en un sentido relativo, como la 16gica
sin la suposicion de la existencia de las clases y los conceptos en nuestro caso.

34 yéase Ramsey [1926).
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matematicas (del mismo modo que la fisica) estan construidas
con axiomas que tienen un contenido real que no puede ser
eludido.

Lo que se puede obtener a partir de una actitud constructi-
vista es la teoria de los ordenes (véase la pag. 306); solo ahora (y
éste es el punto fuerte de la teoria) las restricciones involucradas
no aparecen como hipotesis ad hoc para evitar las paradojas,
sino como consecuencias inevitables de la tesis de que las clases,
conceptos y proposiciones cuantificadas no existen como objetos
reales. No es como si el universo de todas las cosas se dividiese
en ordenes y se prohibiese hablar de todos los 6rdenes; sino, por
el contrario, es posible hablar de todas las cosas que existen; sdlo
que las clases y los conceptos no estan entre ellas; y si se han
introducido como facon de parier resulta que esta misma exten-
sion del simbolismo da lugar a la posibilidad de introducirlos de
un modo mas abarcador, y asi indefinidamente. Para llevar a
cabo este programa es preciso, sin embargo, presuponer la
aritmética (o algo equivalente), lo que prueba Gnicamente que ni
incluso esta l6gica restringida puede construirse a partir de la
nada.

En la primera edicion de Principia, donde se trataba de
construir efectivamente la 16gica y las matematicas, se abandon6
en su mayor parte la actitud constructivista, pues el axioma de
reducibilidad para tipos superiores al primero junto con el
axioma de infinitud hacen que sea absolutamente necesaria la
existencia de predicados primitivos de tipos arbitrariamente
altos. Lo que queda de la actitud constructivista solo es: (1) la
introduccién de clases como facon de parler; (2) 1a definicion de
=1, V, A, etc, aplicada a proposiciones que contengan cuantifi-
cadores (que incidentalmente resultd ser muy fecunda en una
prueba de consistencia de la aritmética); (3) la construccién paso
a paso de funciones de ordenes superiores a 1, lo cual, sin
embargo, es superfluo, en virtud del axioma de reducibilidad; (4)
la interpretacion de las definiciones como meras abreviaciones
tipograficas, lo que convierte cada signo introducido por defini-
cion en un signo incompleto (y no un signo que denote un objeto
descrito por la definicion). Pero el ltimo punto es en gran
medida una ilusion, puesto que, gracias al axioma de reducibili-
dad, existen siempre objetos reales de la forma de predicados
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primitivos, o combinaciones de éstos, que corresponden a cada
signo definido. Por tltimo, también la teoria de las descripciones
de Russell es algo que pertenece al orden de ideas constructi-
vista.,

En la segunda edicion de Principia (o, para ser mas exactos,
en la introduccion a ésta) se reasumié de nuevo la actitud
constructivista. Se omite el axioma de reducibilidad y se dice
explicitamente que todos los predicados primitivos son del tipo
mas bajo y que el unico propdsito de las variables (y evidente-
mente también de las constantes) de Ordenes y tipos superiores
consiste en permitir afirmar funciones veritativas mas complica-
das de proposiciones atomicas?®?, lo que solo es otro modo de
decir que los ordenes y tipos superiores al primero son Unica-
mente una fagon de parler. Esta afirmacion nos informa al mismo
tiempo de qué tipo de proposiciones constituyen la base de la
teoria, a saber, funciones veritativas de proposiciones atémicas.

Pero esto sélo carece de dificultades en el caso de que el
numero de individuos y predicados primitivos sea finito. En lo
que respecta al caso opuesto (que es el mas interesante para los
propoésitos de derivar las matematicas), Ramsey (loc. cit.) se
incliné por considerar nuestra incapacidad para formar pro-
posiciones de longitud infinita como un «mero accidente» del
que el logico no tiene por qué ocuparse. Naturalmente, esto
resuelve las dificultades; pero debe observarse que, si se prescin-
de de la diferencia entre finito e infinito de esta manera, existe
una interpretacion de la teoria de conjuntos (y en consecuencia
de las matematicas) mas simple y ademas de mayor alcance. A
saber, en €l caso de un ntimero finito de individuos, el apercu de
Russell, de que las proposiciones sobre clases pueden interpre-
tarse como proposiciones sobre sus elementos, llega a ser
literalmente verdad, pues, por ejemplo, «xem» es equivalente a
«x=a,Vx=a,V..Vx=a», donde los g; son los elementos de
m; y «existe una clase tal que ...» es equivalente a «existen
individuos x;, x,, ---, X, tales que ...»3®, en el supuesto de que n

35 Es decir, proposiciones de la forma Sa, Rab, etc, donde S, R son
predicados primitivos y a, b individuos.

36 1.0s x, pueden, por supuesto y como siempre, ser total o parcialmente
idénticos unos a otros.
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sea el numero de individuos del universo y que nos olvidemos de
la clase vacia, que tendria que ser tratada mediante una clausula
adicional. Por supuesto, mediante una iteracion de este procedi-
miento se pueden obtener clases de clases, etc., de modo que el
sistema 16gico obtenido se pareceria a la teoria de los tipos
simples, excepto en que estaria permitida la mezcla de tipos. La
teoria axiomatica de conjuntos aparece entonces como una
extrapolacion de este esquema para el caso de infinitos indivi-
duos o de una iteracion infinita del proceso de formacion de
conjuntos.

El punto de vista de Ramsey es, naturalmente, cualquier cosa
menos constructivista, a no ser que uno se refiera a construccio-
nes de una mente infinita. Russell, en la segunda edicién de
Principia, tomd un camino menos metafisico, restringiéndose a
las funciones veritativas que pueden ser efectivamente construi-
das. De este modo se llega de nuevo a la teoria de los 6rdenes
que, sin embargo, aparece ahora bajo una nueva luz, a saber,
como un método de construir funciones veritativas mas y mas
complicadas de proposiciones atémicas. Pero parece que este
procedimiento presupone de uno u otro modo la aritmética
(véase el siguiente parrafo).

En cuanto a la cuestiéon de hasta qué punto la matematica
puede construirse sobre esta base (sin suposiciones sobre los
datos -es decir, sobre los predicados e individuos primitivos—,
excepto, en cuanto sea necesario, el axioma de infinitud), esta
claro que no se puede obtener la teoria de los nimeros reales en
su forma presente’”. En lo que respecta a la teoria de los
numeros naturales, se afirma en la segunda edicion de Principia
que puede ser obtenida. La dificultad que hay que salvar es que
en la definicion de los numeros naturales como «aquellos
cardinales que pertenecen a cualquier clase que contenga el 0 y
contenga x + 1, siempre que contenga x» la expresion «cualquier
clase», debe referirse a un orden dado. Se obtienen entonces
numeros naturales de diferentes ordenes, y resulta que la
induccion completa puede aplicarse a nimeros naturales de

*7 En cuanto a la cuestién de hasta qué punto es posible construir la teoria

de los ntmeros reales presuponiendo los nameros naturales, véase H. Weyl
[1932].



La l0gica matematica de Russell 335

orden n soélo para propiedades de orden n; pero frecuentemente
ocurre que la misma nocién de numero natural aparece en la
propiedad a la que se le aplica la induccion. Esta nocidn es, sin
embargo, de orden n+ 1 para los numeros naturales de orden n.
Se ofrece, no obstante, en el apéndice B de la segunda edicion de
Principia una prueba de que los nimeros naturales de cualquier
orden superior a 5 son los mismos que los de orden 5, lo que,
naturalmente, deberia acabar con todas las dificultades. Pero la
prueba, tal y como esta formulada, ciertamente no es concluyen-
te. En la prueba del lema principal *89.16, que dice que cada
subconjunto o (de orden arbitrariamente alto)*® de una clase
inductiva § de orden 3 es a su vez una clase inductiva de orden 3,
se aplica la induccién a una propiedad de f que contiene a « (a
saber, o — f # J, que, sin embargo, deberia leerse « — f ¢Induct,,
porque (3) es evidentemente falsa). Esta propiedad es, sin
embargo, de un orden >3 si « es de un orden > 3. De este modo
la cuestion de si la teoria de los nimeros naturales puede
obtenerse sobre la base de la jerarquia ramificada (o de hasta
qué punto esto es posible) debe considerarse como no resuelta de
momento. Se ha de observar, sin embargo, que incluso en el caso
de que esta cuestion obtenga una respuesta afirmativa, no
tendria ningin valor para el problema de si la aritmética se sigue
de la logica si se definen (como en la segunda edicion de
Principia) las funciones proposicionales de orden n como ciertas
combinaciones finitas (aunque arbitrariamente complejas) (de
cuantificadores, conectores, etc.), porque entonces se tiene que
presuponer la nocion de finitud, y este hecho se disimula
tomando nociones tan complicadas como «funcién proposicio-
nal de orden n» de forma inanalizada como términos primitivos
del formalismo y definiéndolas solo en el lenguaje ordinario.
Quiza se pueda replicar que en Principia ni se toma la nocion de
funcion proposicional de orden n como primitiva ni se define en
términos de la nocién de combinacidn finita, sino que mas bien
se definen los cuantificadores que se refieren a funciones proposi-
cionales de orden n (que es todo lo que se precisa) como ciertas

38 Por las posteriores aplicaciones de *89.17 y por la nota a 89.17 se ve que
se pretende que la variable o sea de un orden indeterminado. La principal
aplicacidn esta en la linea (2) de la prueba de *89.24, donde se necesita el lema
considerado para los o de Ordenes arbitrariamente altos.
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conyunciones y disyunciones infinitas. Pero entonces se puede
preguntar: ;Por qué no se definen los nimeros naturales median-
te la disyuncion infinita: x=0V x=0+1Vx=0+1+1V ..., ad
infinitum, eliminando de este modo los problemas relativos a la
nocion de inductividad? Esta objecion no tendria efecto si se
entendiera por funcion proposicional de orden n «una funcién
proposicional obtenible de funciones veritativas de proposicio-
nes atOmicas que no presupongan para su definicion mas
totalidad que la de las funciones proposicionales de orden <n'y
la de los individuos»; sin embargo, esta nocion tiene una cierta
falta de precision.

La teoria de los 6rdenes resulta ser mas fructifera si se
considera desde un punto de vista puramente matematico,
independientemente de la cuestion filosofica de si las definiciones
impredicativas son admisibles. Considerada de este modo, es
decir, como una teoria construida dentro del marco de la
matematica ordinaria, donde se¢ admiten las definiciones impre-
dicativas, no hay ninguna objecion a que se extienda a 6rdenes
transfinitos arbitrariamente altos. Creo que, incluso si se recha-
zan las definiciones impredicativas, no habria ninguna objecion
a extenderla a los ordinales transfinitos que pueden construirse
dentro de un marco general de ordenes finitos. Parece que la
misma teoria exige una tal extension, puesto que conduce
automaticamente a la consideracion de funciones en cuya
definicion uno se refiere a todas las funciones de 6rdenes finitos,
y éstas serian funciones de orden . Si se admiten ordenes
transfinitos, se puede probar un axioma de reducibilidad. Esto
no ofrece, sin embargo, ninguna ayuda a la intencion original de
la teoria, porque el ordinal o —tal que cada funcion proposicional
es extensionalmente equivalente a una funcion de orden a— es
tan grande que presupone totalidades impredicativas. A pesar de
todo se puede avanzar tanto en este camino que todas las
impredicatividades se reduzcan a un tipo especial, a saber, a la
existencia de ciertos nimeros ordinales (0 conjuntos bien orde-
nados) muy grandes y a la validez del razonamiento recursivo
acerca de ellos. En particular la existencia de un conjunto bien
ordenado de tipo de orden w, ya basta para la teoria de los
numeros reales. Ademas este teorema transfinito de reducibili-
dad permite probar la consistencia relativa del axioma de
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eleccion, la hipotesis del continuo de Cantor e incluso la
hipé6tesis generalizada del continuo (que dice que no hay
ningtin numero cardinal entre la cardinalidad de un conjunto
arbitrario y la del conjunto de sus subconjuntos) con los
axiomas de la teoria de conjuntos y con los de Principia.
Vuelvo ahora con algo mas de detalle a la teoria de los tipos
simples que aparece en Principia en cuanto combinada con la
teoria de los oOrdenes; la primera es (como ya se dijo antes)
totalmente independiente de la segunda, puesto que evidente-
mente los tipos mixtos no contradicen en modo alguno el
principio del circulo vicioso. De acuerdo con esto Russell baso
también la teoria de los tipos simples en razones totalmente
diferentes. La razon que adujo (ademas de su «concordancia con
el sentido comin») es muy similar a la de Frege, quien, en su
sistema, ya aceptd la teoria de los tipos simples para las
funciones, pero no pudo evitar las paradojas porque operaba
con clases (0 mas bien con funciones extensionalmente conside-
radas) sin ninguna restriccion. La razéon es que una funcién
proposicional (en virtud de la variable que contiene) es algo
ambigua (o, como dice Frege, algo insaturada, falta de suplemen-
tacion) y por tanto solo puede aparecer en una proposicion
significativa eliminando su ambigiiedad (por ejemplo, sustituyendo
la variable por una constante o cuantificandola). En consecuen-
cia, una funcién no puede reemplazar a un individuo en una
proposicion, pues el ultimo no tiene ninguna ambigiiedad que
haya que eliminar, y las funciones de diferentes tipos de argu-
mentos (es decir, de diferentes ambigiiedades) no pueden reem-
plazarse una a otra; ésta es la esencia de la teoria de los tipos
simples. Desde una perspectiva mas nominalista (como la que se
sugiere en la segunda edicion de Principia y en Meaning and
Truth) se tendria que reemplazar «proposicion» por «sentencia»
en las anteriores consideraciones (con los correspondientes
cambios adicionales). Pero en ambos casos el argumento estd en
el orden de ideas de la teoria de la «inexistencia de clases», pues
considera las nociones (o funciones proposicionales) como algo
construido a partir de proposiciones o sentencias, dejando
indeterminados uno o mas de sus constituyentes. Las funciones
proposicionales son en este sentido, y por asi decirlo, «fragmen-
tos» de proposiciones que no tienen significado en si mismo, sino
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que solo lo tienen en la medida en que se usan para formar
proposiciones combinando varios de ellos, lo cual sélo es posible
cuando «encajan», es decir, cuando son de los tipos apropiados.
Pero deberia observarse que la teoria de los tipos simples (en
oposicion al principio del circulo vicioso) no puede seguirse en
un sentido estricto del punto de vista constructivista, pues se
pueden construir nociones y clases de otro modo, por ejemplo,
como se indico en la pagina 318, segun el cual son posibles las
mezclas de tipos. Si, por otro lado, se consideran los conceptos
como objetos reales, la teoria de los tipos simples no es muy
plausible, pues lo que uno esperaria que fuese un concepto (tal
como, por ejemplo, la «transitividad» o el numero dos) pareceria
ser algo situado mas alld de sus varias «realizaciones» en los
diferentes niveles y por tanto no existiria segin la teoria de los
tipos. A pesar de todo, parece que hay algo de verdad tras esta
idea de realizaciones del mismo concepto en varios niveles y se
puede esperar, en consecuencia, que la teoria de los tipos simples
resulte ser Gtil o necesaria, al menos como escaléon intermedio
para llegar a un sistema mads satisfactorio, un modo en el que ha
sido ya utilizada por Quine°. También la nocion russelliana de
«ambigiiedad de tipo» es un paso en esta direcciéon. Pero puesto
que solo afiade ciertas convenciones simbdlicas simplificadoras a
la teoria de los tipos, de facto no va mas alla de esta teoria.
Deberia observarse que la teoria de los tipos proporciona
una nueva idea para la solucion de las paradojas, especialmente
apropiada para su forma intensional. Consiste en hechar la culpa
de las paradojas no al axioma de que cada funcién proposicional
define un concepto o clase, sino a la suposicion de que cada
concepto, si se afirma de un objeto (u objetos) arbitrario como
argumento, produce una proposiciéon significativa. La objecion
obvia de que cada concepto puede extenderse a todos los
argumentos definiendo otro que produzca una proposicion falsa
siempre que el original carezca de significado puede rechazarse
sefialando que el concepto «aplicable significativamente» no
tiene a su vez por qué ser siempre aplicable significativamente.
Puede considerarse la teoria-de los tipos simples (en su
interpretacion realista) como la realizacién de este programa,

3 Loc. cit., véase Quine [1937].
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basado, sin embargo, en la suposicion adicional siguiente relati-
va a la significatividad: «siempre que un objeto x pueda reempla-
zar a otro objeto y en una proposicion significativa, puede hacer
otro tanto en cualquier proposicion significativa»*®, Esto tiene,
evidentemente, como consecuencia que los objetos se dividan en
dominios de significatividad mutuamente excluyentes, cada uno
de los cuales consta de los objetos que se puede intercambiar; y,
por tanto, cada concepto tiene significado solo para los argu-
mentos que pertenezcan a uno de estos dominios, es decir, para
una fraccion infinitesimal de todos los objetos. Lo que hace que
este principio sea particularmente sospechoso es que aceptarlo
totalmente hace imposible su formulacién como proposicion
significativa*!, porque x e y deben estar restringidos a dominios
definidos de significatividad, que son los mismos o diferentes, y
en cualquiera de los casos esta afirmaciéon no expresa el princi-
pio ni siquiera parte de él. Otra consecuencia es que el hecho de
que un objeto x sea (0 no sea) de un tipo determinado tampoco
puede expresarse mediante una proposicion significativa.

No es imposible que se pueda llevar a cabo la idea de 198
dominios limitados de significatividad sin el anterior principio
restrictivo. Incluso puede resultar que sea posible suponer que
cada concepto tiene significado siempre excepto para ciertos
«puntos limite», de modo que las paradojas fuesen algo analogo
a la division por cero. Un sistema como éste seria mas satisfacto-
rio en el siguiente sentido: nuestras intuiciones logicas seguirian
siendo correctas excepto respecto a ciertas correcciones menores,
es decir, podria considerarse como una representacion esencial-
mente correcta, aunque algo «borrosa» del estado real de cosas.
Desgraciadamente, los intentos efectuados en esta direccion han
fracasado hasta el momento*?; por otro lado, an no se ha

40 Russell formula un principio algo difergnte, pero con los mismos efectos en
Principia, vol. I, pag, 95.

41 Esta objecién no se aplica a la interpretacion simboélica de la teoria de los
tipos, de la que se ha hablado en la pagina 322, pues no se tienen entonces
objetos, sino signos de los diferentes tipos.

42 Un sistema formal en este sentido es el de Church (véase Church [19_3’2-
33]), donde, sin embargo, la idea subyacente se expresa mediante la afirmacion,
un tanto confundente, de que se abandona la ley del tercio excluso. Se ha
probado, sin embargo, que este sistema es inconsistente. Véase la nota 43.
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probado tampoco la inviabilidad de este proyecto, a pesar de los
teoremas de fuerte inconsistencia de Kleene y Rosser®?.

En conclusion, quiero decir unas pocas palabras sobre la
cuestion de si los axiomas de Principia pueden considerarse
analiticos (y en qué sentido). En lo que respecta a este problema
debe indicarse que la analiticidad puede entenderse en dos
sentidos. Puede tener, en primer lugar, el sentido puramente
formal de que los términos que aparecen en ellos pueden
definirse (ya sea explicitamente o mediante reglas para eliminar-
los de las sentencias que los contengan) de modo que los
axiomas y teoremas se conviertan en casos especiales de la ley de
identidad y las proposiciones refutables en negaciones de esta
ley. En este sentido incluso la teoria de los niimeros naturales es
demostrablemente no analitica en el supuesto de que se exija que
las reglas de eliminacion solo permitan efectuar la eliminacioén en
un nomero finito de pasos en cada caso*t. Si se omitiese esta
condicion admitiendo, por ejemplo, sentencias de longitud
infinita (e innumerable) como pasos intermedios en el proceso de
reduccion, se podria probar que todos los axiomas de Principia
(incluyendo los axiomas de eleccidn, infinitud y reducibilidad)
son analiticos en ciertas interpretaciones (mediante consideracio-
nes similares a las que nos hemos referido en la pagina 317)*°,
Pero esta observacion es de dudoso valor, pues para probar la
analiticidad se ha de presuponer la aplicacién de toda la
matematica a las sentencias de longitud infinita, de modo que,
por ejemplo, solo se puede probar que el axioma de eleccion es
analitico presuponiendo que es verdadero.

En un segundo sentido se dice que una proposicion es
analitica cuando es valida «en virtud del significado de los
conceptos que en ella aparecen», donde este significado quiza
pueda ser indefinible (es decir, irreducible a algo mas fundamen-
tal)*6. Parece que todos los axiomas de Principia, en su primera

43 yéase Kleene y Rosser [1935].

4 Porque esto implicaria la existencia de un procedimiento de decisiéon para
todas las proposiciones aritmeéticas. Véase Turing [1937].

45 Véase también Ramsey, loc. cit. (en la nota 21), donde sin embargo no se
puede obtener el axioma de infinitud porque se interpreta como referido a los
individuos del mundo.

45 Los dos significados del término analitico quiza puedan distinguirse como
tautoldgico y analitico.
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edicion (excepto el axioma de infinitud), son analiticos en este
sentido segun ciertas interpretaciones de los términos primitivos,
a saber, si el término «funcion predicativa» se reemplaza por
«clase» (en el sentido extensional) o por «concepto» (omitiendo
el axioma de eleccidon), pues nada puede expresar mejor el
significado del término «clase» que el axioma de las clases (véase
la pag. 314) y el axioma de eleccion y, puesto que, por otro lado,
el significado del término «concepto» parece implicar que cada
funcion proposicional define un concepto*’. La tnica dificultad
esta en que no percibimos con suficiente distincion los conceptos
de «conjunto» y «clase», como lo prueban las paradojas. A la
vista de esta situacidn, Russell tomo el camino de considerar
como inexistentes tanto las clases como los conceptos (excepto
los predicados primitivos, que carecen de interés logico) y de
reemplazarlos por nuestras propias construcciones. No se puede
negar que este procedimiento haya conducido a ideas interesan-
tes y a resultados valiosos incluso para quien tome el punto de
vista opuesto. En conjunto, sin embargo, el resultado ha sido
que solo quedan fragmentos de la l6gica matematica, a menos
que las cosas condenadas se reintroduzcan en la forma de
proposiciones infinitas o mediante axiomas tales como el de
reducibilidad, que es demostrablemente falso (en el caso de in-
finitos individuos), a menos que se acepte la existencia o bien de
las clases o bien de infinitas «qualitates occultae». Parece que
esto es una indicacion de que se deberia tomar un ¢amino mas
conservador que podria consistir en clarificar el significado de
los términos «clase» y «concepto» y establecer una teoria

*7 Esta concepcion no contradice la opinidn, antes defendida, de que las
matematicas se fundan en axiomas con contenido real, pues la existencia misma
del concepto, por ejemplo, de «clase» ya constituye un tal axioma; pues si se
definen, por ejemplo, «clase» y «e» como «los conceptos que satisfacen los
axiomas», no es posible probar su existencia. Quiza se podria definir «concepto»
en términos de «proposicion» (véase la pag. 322) (aunque no pienso que éste sea
un procedimiento natural), pero entonces se tendrian que aceptar ciertos
axiomas sobre proposiciones que solo son justificables en referencia al significa-
do no definido de este término. Debe observarse que esta concepcion de la
analiticidad permite de nuevo que toda proposicidon matematica se reduzca al
caso a=a, a saber, efectuando la reduccion no en virtud de los términos que
aparecen, sino en virtud de su significado, que nunca puede ser totalmente
expresado mediante un conjunto de reglas formales.
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consistente de clases y conceptos como entidades objetivamente
existentes. Este es el camino que ha tomado el desarrollo actual
de la 16gica matematica y en el que el mismo Russell se ha visto
forzado a entrar en partes mas constructivas de su obra. Los
mayores intentos realizados en esta direccion (algunos de los
cuales han sido citados en este ensayo) son la teoria simple de los
tipos (que es el sistema de la primera edicion de Principia
interpretado apropiadamente) y la teoria axiomatica de conjun-
tos, y ambos han tenido éxito, al menos hasta el punto de que
permiten la derivacion de las matematicas modernas y evitan al
mismo tiempo todas las paradojas conocidas. Sin embargo, hay
muchos sintomas evidentes de que los conceptos primitivos
estan necesitados de una mayor clarificacion.

Parece razonable sospechar que esta comprension incomple-
ta de los fundamentos es la causa del hecho de que la logica
matematica no haya colmado hasta el momento las fuertes
expectaciones de Peano y otros que (de acuerdo con los proposi-
tos de Leibniz) habian esperado que facilitase las matemadticas
tedricas hasta el mismo punto en que el sistema decimal facilita
las computaciones numéricas. Pero jcomo se puede esperar
resolver sistematicamente problemas matematicos por mero
analisis de los conceptos que aparezcan si nuestros analisis no
bastan por el momento ni para establecer los axiomas? No hay
por qué desesperar. Leibniz no hablé en sus escritos sobre la
Characteristica universalis de un proyecto utdpico; si hemos de
creer sus palabras, desarrolld este calculo del razonamiento
considerablemente, pero esper6 a publicarlo hasta que la semilla
pudiese caer en suelo fértil*s. Incluso llegd al punto*® de estimar
el tiempo que se precisaria para que unos pocos cientificos
selectos desarrollaran su calculo hasta el extremo de que «la
humanidad tuviese un nuevo tipo de instrumento que aumentase
las capacidades de la razén mucho mas de lo que un instrumento
optico haya ayudado nunca a la capacidad de la vision». Estimo
el tiempo en cinco afios, y asegurd que su método no era mas
dificil de aprender que las matematicas o la filosofia de su

48 Leibniz [1875-90], vol. 7, pag. 12. Véase también Vacca [1902-06] y el
prefacio del primer volumen de Leibniz [1923 ss.]. ’
49 Leibniz [1875-90], vol. 7, pag. 187.
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tiempo. Dijo ademds en repetidas ocasiones que su teoria,
incluso en el estadio rudimentario hasta el que él mismo la habia
desarrollado, era la responsable de sus descubrimientos matema-
ticos; lo cual, es de esperar, incluso Poincaré reconoceria como
una prueba suficiente de su fecundidad.

Quisiera expresar mi agradecimiento al profesor Alonzo Church, de la
Universidad de Princeton, por su ayuda en la correccion de las expresiones
inglesas en numerosos lugares.

[Nota final afiadida por Godel en 1964]: El autor desea observar que (1)
desde la publicacion original de este articulo se han efectuado progresos en
algunos de los problemas discutidos y que las formulaciones aqui ofrecidas
pueden mejorarse en algunos lugares, y (2) que el término «constructivista» se
utiliza en este articulo para referirse a un cierto tipo de constructivismo
estrictamente anti-realista. Por ello su significado no es el mismo que se usa en
las discusiones actuales sobre fundamentos de las matematicas. Aplicado al
estado actual de la logica y de las matematicas equivale a un cierto tipo de
«predicatividad» y difiere, por tanto, de «intuicionisticamente admisible» y de
«constructivo» en el sentido de la escuela de Hilbert.



Introduccién a:

Observaciones ante la conferencia
del bicentenario de Princeton
sobre problemas matematicos

La Universidad de Princeton fue fundada en 1746. Para
conmemorar su segundo centenario se celebré en 1946 un
congreso de matemadticos ante el que Godel fue invitado a
hablar. En su conferencia Godel comenz6 resaltando el éxito
conseguido con la definicion precisa de la nocién intuitiva de
computabilidad. Una funcién numérica es computable o recursi-
va (0 no lo es) en un sentido absoluto y con independencia de
cualquier sistema formal. Otras nociones, como las de demostra-
bilidad y definibilidad, no han podido ser definidas de un modo
absoluto, sino sbélo relativamente a cierto sistema formal o a
cierto lenguaje formal. Asi, el concepto de demostrabilidad se
precisa en un sistema formal como deducibilidad. Pero una
misma sentencia puede ser deducible en un sistema formal, y no
serlo en otro. El concepto de deducibilidad no es absoluto, sino
relativo a un calculo K. No podemos hablar de deducibilidad,
sin mas, sino s6lo de deducibilidad en K. ;No seria posible
buscar nociones precisas absolutas de demostrabilidad y defini-
bilidad, nociones trascendentes a cada sistema formal determina-
do, como lo es la de funciéon recursiva?

Godel ofrece dos sugerencias altamente especulativas, la de
una nocién de demostrabilidad basada en axiomas fuertes de
infinitud, caracterizados Unicamente por su forma y por ser
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semanticamente verdaderos, y la de una nocién de definibilidad
sobre todos los ordinales, es decir, definibilidad en un lenguaje
formal con innumerables signos primitivos (con nombres para
todos los ordinales o, equivalentemente, con todos los ordinales
mismos como signos primitivos). Esta Gltima sugerencia, la mas
elaborada, podria constituir, si no una definicion absoluta de
definibilidad en general, si al menos una definicién absoluta de
conjunto definido conforme a una ley o regla.

La conferencia de Gdédel fue impresa por primera vez en
Davis [1965], paginas 84-88, bajo el titulo Remarks before the
Princeton Bicentennial Conference on Problems of Mathematics
(Observaciones ante la Conferencia del Bicentenario de Prince-
ton sobre problemas matematicos).

J.M.



OBSERVACIONES ANTE LA CONFERENCIA
DEL BICENTENARIO DE PRINCETON
SOBRE PROBLEMAS MATEMATICOS

Tarski ha acentuado en su ponencia (y creo que con razdn) la
gran importancia del concepto de recursividad (o computabili-
dad de Turing). Me parece que esta importancia se debe en gran
medida al hecho de que con este concepto se ha logrado por
primera vez obtener una definiciéon absoluta, es decir, indepen-
diente del formalismo elegido’, de una nocién epistemologica
interesante. En todos los otros casos tratados previamente, tales
como la demostrabilidad o la definibilidad, s0lo hemos sido
capaces de definir estas nociones en relacion a un lenguaje dado
y para cada lenguaje individual estd claro que la nocidén asi
obtenida no es la que buscabamos. Sin embargo, en cuanto al
concepto de computabilidad, aunque es simplemente un tipo
especial de demostrabilidad o decidibilidad, la situacion es
diferente. Por una especie de milagro no es necesario distinguir
ordenes, y el procedimiento diagonal no deja fuera la nocién
definida. Creo que esto deberia animarnos a esperar que los
mismo sea también posible en otros casos (tales como la

! Para ser mas preciso: una funcién de nimeros naturales es computable en
cualquier sistema formal que contenga a la aritmética si y so6lo si es computable
en la aritmética, donde una funcidn f se llama computable en S si hay en S algin
término computable que represente a f.
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demostrabilidad o la definibilidad). Es verdad que en estos otros
casos tenemos ciertos resultados negativos, como la incompletud
de los formalismos o la paradoja de Richard, pero un examen
mas atento muestra que estos resultados no imposibilitan bajo
cualquier circunstancia el llevar a cabo la definicion de tales
nociones absolutas, sino que excluyen ciertos modos de definir-
las o, cuanto menos, impiden que ciertos conceptos muy seme-
jantes puedan ser definidos en un sentido absoluto.

Consideremos, por ejemplo, el concepto de demostrabilidad.
Es bien sabido que cualquiera que sea el modo en que este
concepto se precise mediante un formalismo, la contemplacion
del formalismo da lugar a nuevos axiomas tan evidentes y
justificados como aquellos con los que se comenzo, y que este
proceso puede ser repetido hasta lo transfinito. No puede,
entonces, existir ningun formalismo que logre abarcar todos
estos pasos; pero esto no impide que todos estos pasos (o por lo
menos todos los que proporcionan algo nuevo al dominio de
sentencias en que se esta interesado) puedan ser descritos y
reunidos de algin modo no constructivo. Por ejemplo, en la
teoria de conjuntos las sucesivas extensiones pueden representar-
se muy apropiadamente mediante axiomas de infinitud mas y
mas fuertes. Ciertamente es imposible dar una caracterizacion
combinatoria y decidible de lo que es un axioma de infinitud,
pero podria existir, por ejemplo, una caracterizaciéon del siguien-
te tipo: un axioma de infinitud es una sentencia que tiene una
cierta estructura formal (decidible) y que ademas es verdadera.
Un tal concepto de demostrabilidad puede tener la requerida
propiedad de clausura, es decir, puede ser verdad que: cualquier
deduccién de un teorema de teoria de conjuntos efectuada en el
nivel inmediatamente superior al de la teoria de conjuntos (es
decir, cualquier deduccion que contenga el concepto de verdad
que acabo de usar) es reemplazable por una deduccién a partir
de un tal axioma de infinitud. No es imposible que para un
concepto de demostrabilidad de este tipo valga algin teorema de
completud que diga que cualquier sentencia expresable en teoria
de conjuntos es decidible a partir de los axiomas actuales mas
alguna afirmacion verdadera sobre el tamafio del universo de
todos los conjuntos.

Permitaseme considerar un segundo ejemplo gracias al cual
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voy a poder ofrecer algunas sugerencias en cierto modo mas
definidas. Se trata del concepto de definibilidad (o, para ser mas
exactos, de definibilidad matematica). Tenemos aqui también,
correspondiendo a la jerarquia transfinita de sistemas formales,
una jerarquia transfinita de conceptos de definibilidad. De nuevo
no es posible reunir todos estos lenguajes en uno solo, mientras
se tenga un concepto finitista del lenguaje, es decir, mientras se
exija que el lenguaje tenga un numero finito de signos primitivos.
Pero resulta posible (al menos en cuanto es necesario para
nuestros propositos) si se omite esta condicion, a saber, mediante
un lenguaje que tenga tantos signos primitivos como niveles de
la jerarquia de lenguajes se deseen considerar, es decir, tantos
cuantos numeros ordinales hay. Fl modo mas simple de hacerlo
es tomar a los nimeros ordinales como signos primitivos. De
este modo se llega al concepto de definibilidad en términos de
ordinales, es decir, definibilidad mediante expresiones que con-
tengan nombres de numeros ordinales y constantes logicas,
incluyendo la cuantificacion referida a conjuntos. Creo que este
concepto deberia ser investigado. Se puede probar, introducien-
do la nocion de verdad en este lenguaje totalmente transfinito,
que tiene la requerida propiedad de clausura, es decir, que
pasando al siguiente lenguaje no se obtienen nuevos conjuntos
definibles (aunque si se obtendrian nuevas propiedades definibles
de conjuntos). El concepto de conjunto constructible que utilicé
en la prueba de la consistencia de la hipodtesis del continuo
puede obtenerse de un modo similar, es decir, como un tipo de
definibilidad en términos de ordinales; pero, comparando la
constructibilidad con el concepto esbozado de definibilidad, se
encontrara que en la definicion de los conjuntos constructibles
no se admiten todos los medios logicos de definicién. En
especial, solo se admite la cuantificacion sobre conjuntos cons-
tructibles y no sobre todos los conjuntos en general. Esto tiene
como consecuencia que se puedan definir realmente conjuntos, e
incluso conjuntos de nimeros naturales, que no se puede probar
que sean constructibles (aunque, naturalmente, se puede suponer
sin contradicciones) y creo que por esta razon la constructibili-
dad no puede considerarse como una formulacion satisfactoria
de la definibilidad. Pero, volviendo a la definicién de definibili-
dad, pienso que se puede objetar que la introduccidén de todos
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los ordinales como términos primitivos es una solucién demasia-
do facil de la cuestién y que el concepto obtenido de este modo
no concuerda en absoluto con el concepto intuitivo que quere-
mos precisar, pues existe una infinidad innumerable de conjun-
tos definibles en este sentido. Esta objecion tiene, sin duda, cierta
justificacion. Es, en efecto, plausible que todas las cosas que
podamos concebir sean numerables incluso si prescindimos de la
cuestion de la expresibilidad en algin lenguaje. Pero, por otro
lado, hay mucho que decir en favor del concepto en considera-
cion y, ante todo, que si el concepto de definibilidad matematica
debe ser a su vez matematicamente definible, entonces necesaria-
mente todos los nimeros ordinales tienen que ser definibles,
porque en otro caso podriamos definir el primer nimero ordinal
no definible y obtendriamos de ese modo una contradiccion. No
creo que esto signifique la imposibilidad de un concepto de
definibilidad que satisfaga el postulado de numerabilidad, sino
que contendria ciertos elementos extramatematicos relativos a la
psicologia de los seres que se dedican a las matematicas. Pero,
prescindiendo de la respuesta que se pueda dar a esta cuestion,
me inclinaria a pensar que la «definibilidad en términos de
ordinales», incluso si no es una adecuada formulacién de la
«comprensibilidad por nuestras mentes», es al menos una formu-
lacion adecuada en un sentido absoluto de una propiedad de los
conjuntos muy cercana a ésta, a saber, la propiedad de «estar
formados segin una ley» como contrapuesta a la de «estar
formados por una eleccion aleatoria de elementos». Pues en los
ordinales no hay, ciertamente, ningun tipo de aletoriedad y por
tanto tampoco en los conjuntos definidos en términos de éstos.
Esto es particularmente claro si consideramos la definiciéon de
los ordinales de von Neumann, pues no estd basada en ninguna
relacion de buen orden de conjuntos, que muy bien podria
contener cierta aletoriedad. Se habra observado, naturalmente,
que en los dos ejemplos que he dado los conceptos a los que
hemos llegado o de los que nos hemos hecho una idea no son
absolutos en el sentido estricto, sino solo respecto a cierto
sistema de cosas, a saber, los conjuntos descritos en la teoria
axiomatica de conjuntos, esto es, aunque existan deducciones y
definiciones que no caigan bajo estos conceptos, estas deduccio-
nes y definiciones no proporcionan nada nuevo al dominio de
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conjuntos y sentencias expresables en términos de «conjunto»,
«e» y las constantes logicas. La cuestion de si los dos conceptos
epistemologicos considerados, o cualquier otro, pueden tratarse
de un modo completamente absoluto es de naturaleza enteramen-
te diferente. Pero, prescindiendo de si este concepto de definibili-
dad corresponde a ciertas nociones intuitivas o no, pienso que
tiene cierto interés matematico intrinseco y en particular hay
preguntas que surgen en conexion con él: (1) si los conjuntos
definibles en este sentido satisfacen los axiomas de la teoria de
conjuntos o no. Creo que esta cuestion se respondera afirmativa-
mente y ello conducira a otra prueba de la consistencia del
axioma de eleccion, probablemente mas simple. (2) Se puede
probar que los ordinales necesarios para definir todos los
conjuntos de numeros naturales que pueden ser definidos de este
modo tienen una cota superior. Dudo que se pueda probar que
esta cota superior es w;, como en el caso de los conjuntos
constructibles.



Introduccion a:
,Qué es el problema
del continuo de cantor?

En 1938 Godel habia descubierto que el axioma de eleccion y
la hipotesis del continuo son compatibles con el resto de los
axiomas de la teoria de conjuntos. Sin embargo, la situacion de
ambos es bien distinta. El axioma de eleccion resulta intuitiva-
mente evidente para casi todos los matematicos (excepto para
los constructivistas) y ademas esta involucrado en la prueba de
multitud de teoremas importantes. Por eso comenta Godel que
«desde practicamente todos los puntos de vista posibles (el
axioma de eleccion) esta tan bien fundamentado hoy en dia
como los otros axiomas de la teoria de conjuntos». La hipotesis
de continuo, por el contrario, es una conjetura cantoriana
carente de evidencia intrinseca y su fecundidad demostrativa
(fuera de su campo) es muy escasa.

Cantor habia conjeturado que un subconjunto cualquiera de
puntos de un continuo (una linea o una superficie, etc.) o tiene la
cardinalidad del conjunto de los numeros naturales, N, o tiene
la cardinalidad del conjunto de las partes del conjunto de los
numeros naturales, 2No. En general, Cantor habia conjeturado
que entre un cardinal infinito cualquiera N, y el cardinal 2N no
hay ninguna cardinalidad intermedia, es decir, para cada oz 2N
=N1 t1-

RN
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El problema del continuo es ¢l problema de determinar si
esta hipétesis cantoriana es verdadera o falsa. Si su negacion se
siguiera de los otros axiomas de la teoria de conjuntos, podria-
mos considerar que la hipotesis es falsa. Pero Godel habia
probado en 1938 que su negacion no se sigue de los otros
axiomas de la teoria de conjuntos. Podria pensarse entonces que
la hipotesis cantoriana se sigue de los otros axiomas de la teoria
de conjuntos. Desde 1963, en que Paul Cohen lo probo, sabemos
que ése no es el caso. Pero Gddel, con seguro olfato, ya en 1947
(es decir, dieciséis afios antes de que se probase) sospechaba que
la hipétesis del continuo no se sigue de los otros axiomas, pues
tiene consecuencias intuitivamente poco plausibles. Asi pues,
aunque todavia no se habia probado, Godel sospechaba la
verdadera situacion, es decir, que la hipétesis del continuo es
independiente del resto de los axiomas de la teoria de conjuntos.

Un nominalista podria pensar que con la prueba de la
independencia de la hipétesis del continuo el problema del
continuo ha desaparecido. Ni la féormula que la expresa ni su
negacion son deducibles en el sistema formal de la teoria
axiomatica de conjuntos. Punto. Pero Godel no es nominalista,
sino que piensa que los signos del formalismo conjuntista se
refieren a entidades abstractas objetivas. Godel piensa que la
pregunta de si la hipétesis del continuo es verdadera o falsa tiene
sentido por si misma. Si los axiomas de la teoria de conjuntos
actual dejan esta pregunta sin respuesta, ello solo significa que
esos axiomas son insuficientes y que en el futuro tendran que ser
complementados con nuevos axiomas que permitan decidir ésta
y otras cuestiones abiertas de la matematica. ;En qué podemos
basarnos para buscar nuevos axiomas de la teoria de conjuntos?
En dos cosas: en la intuicion matematica (que corresponde a la
sensacion fisica) y en el apoyo indirecto que presta a una
hipotesis (tanto en la fisica como en la matemadtica) el hecho de
que se sigan de ella consecuencias verificables (por ejemplo
resultados numéricos computables) dificiles de obtener sin ella y
de que no se sigan de ella consecuencias indeseables. Godel mas
bien sospecha que la hipétesis del continuo es falsa. Pero para
estar seguro de ello necesitamos nuevos axiomas y, previamente,
necesitamos aclarar nuestras ideas y profundizar en nuestras
intuiciones basicas sobre lo que sea un conjunto.
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En torno al problema del continuo, Godel expone su filosofia
realista (o «platonica») de la matematica con gran contundencia
y claridad. Las paradojas conjuntistas no deben hacernos dudar
de la realidad de los conjuntos matematicos mas de lo que las
ilusiones oOpticas nos hacen dudar de la realidad de los objetos
fisicos.

El articulo de G&del sobre el continuo aparecié en 1947 bajo
el titulo What is Cantor’s continuum problem? ((Qué es el
problema del continuo de Cantor?) en la revista The American
Mathematical Monthly, nim. 54, pags. 515-525. Una version
revisada y actualizada del mismo (con el afiadido de un suple-
mento y una posdata) aparece en Benacerraf y Putnam [1964],
pags. 258-273, y ha sido tomada como base de nuestra tra-
duccion. El suplemento mismo y la posdata, sin embargo,
aparecen mas adelante, en la pag. 424, como Godel [1964].

.M.



(QUE ES ELL PROBLEMA
DEL CONTINUO DE CANTOR?

1. El concepto de nimero cardinal

El problema del continuo de Cantor no es mas que la
pregunta: ;Cuantos puntos hay en una linea recta de un espacio
euclideo? Una pregunta equivalente es: ;Cuantos conjuntos
diferentes de nimeros naturales existen?

Por supuesto, esta pregunta sélo pudo plantearse una vez
que el concepto de «niimero» habia sido extendido a conjuntos
infinitos; de aqui que pueda dudarse de si esta extension se
puede efectuar de un modo unico y determinado y, por tanto, de
si el planteamiento del problema en los términos simples que
acabamos de usar esta justificado. Un examen mds atento
muestra, sin embargo, que la definicidon de niimeros infinitos de
Cantor tiene realmente este caracter de univocidad. Pues, signifi-
que lo que signifique «niimero» cuando lo apliquemos a conjun-
tos infinitos, queremos, sin duda, que tenga la propiedad de que
el niimero de los objetos que pertenezcan a una cierta clase no
cambie cuando, sin tocar los objetos, cambiamos de cualquier
modo sus propiedades o relaciones mutuas (por ejemplo, sus
colores o su distribucion en el espacio). De esto, no obstante, se
sigue inmediatamente que dos conjuntos (al menos dos conjun-
tos de objetos mutables del mundo espacio-temporal) tendran el
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mismo numero cardinal si sus elementos pueden aparearse
mediante una correspondencia biunivoca, que es la definicion de
Cantor de igualdad entre ntimeros. Pues, si existe una tal
correspondencia entre dos conjuntos 4 y B, es posible (al menos
tedricamente) cambiar las propiedades y relaciones de cada
elemento de A por las de su correspondiente elemento de B de
modo que A se transforme en un conjunto absolutamente
indistinguible de B y, por tanto, de su mismo niimero cardinal.
Por ejemplo, suponiendo que un cuadrado y un segmento estan
completamente llenos de puntos de masa (de modo que en cada
uno de sus puntos esté situado exactamente un punto de masa)
se sigue, gracias a que se puede demostrar que hay una
correspondencia biunivoca entre los puntos del cuadrado y los
del segmento y, por tanto, entre los correspondientes puntos de
masa, que los puntos de masa del cuadrado pueden reorganizar-
se de tal modo que ocupen exactamente el segmento, y viceversa.
Es cierto que estas consideraciones solo pueden aplicarse direc-
tamente a objetos fisicos y que una definicion del concepto de
«numero» que dependa del tipo de objetos que se numeren
dificilmente puede considerarse satisfactoria.

De este modo apenas queda otra eleccion que la de aceptar
la definicion de Cantor de igualdad entre numeros, que puede
extenderse facilmente a una definicién de «mayor» y «menor»
para nimeros infinitos estipulando que el nimero cardinal M de
un conjunto A sera menor que el nimero cardinal N de un
conjunto B si M es diferente de N pero igual al nimero cardinal
de algin subconjunto de B. Que un numero cardinal que tenga
una determinada propiedad existe significa que existe un conjun-
to que tiene tal nimero cardinal. A partir de estas definiciones es
posible probar que existe una infinidad de nimeros cardinales o
«cardinalidades» infinitos y que, en especial, el nimero de
subconjuntos de un conjunto es siempre mayor que el nimero de
sus elementos; ademas las operaciones aritméticas (incluyendo
sumas y productos con un numero infinito de términos o
factores) pueden ser extendidas (de nuevo sin ninguna arbitrarie-
dad) a los nimeros infinitos y pueden probarse practicamente
todas las reglas ordinarias de computacion.

Pero, incluso tras esto, el problema de identificar el nimero
cardinal d¢vun conjunto concreto, como el continuo lineal, no
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estaria bien definido si no existiese cierta representacion sistema-
tica de los numeros cardinales infinitos comparable con la
notacion decimal de los niimeros naturales. Pero una tal repre-
sentacion sistematica existe, gracias al teorema que dice que para
cada niimero cardinal y para cada conjunto de nimeros cardina-
les' hay exactamente un nimero cardinal inmediatamente si-
guiente en magnitud y que el nimero cardinal de cualquier
conjunto aparece en la serie obtenida de este modo?. Este
teorema permite denotar mediante &, al primer nimero cardinal
que aparece después de los nameros finitos (que es la cardinali-
dad de los conjuntos «denumerables»), y mediante ; al siguien-
te, etc.; mediante N, al primero que aparece después de todos los
N;, donde i es un numero natural, el siguiente mediante N, , {,
etc. La teoria de los niimeros ordinales proporciona los medios
para extender esta seric mas y mas.

2. El problema del continuo, la hipotesis del continuo y los
resultados parciales acerca de su verdad obtenidos
hasta el momento

De este modo el andlisis de la expresion «cuantos» conduce
sin ambigiiedades al significado determinado de la pregunta
formulada en la segunda linea de este articulo: el problema es
decidir cual de los ¥, es el nimero de puntos de una linea recta o
(lo que es lo mismo) de cualquier otro continuo (de cualquier
numero de dimensiones) de un espacio euclideo. Cantor, tras

! En cuanto a la cuestion de porqué no existe un conjunto de todos los
numeros cardinales, véase la nota 15.

2 Para la prueba de este teorema se precisa el axioma de eleccion (véase
Fraenkel y Bar-Hillel [1958]). Pero, desde casi todos los puntos de vista posibles,
se puede decir que este axioma estd hoy dia tan bien fundado como los otros
axiomas de la teoria de conjuntos. Se ha probado que es consistente con los
otros axiomas que usualmente se admiten en la teoria de conjuntos, suponiendo
que éstos sean a su vez consistentes (véase Godel [1940]). Ademas, es posible
definir en términos de cualquier sistema de objetos que satisfagan a los otros
axiomas un sistema de objetos que satisfaga a estos axiomas y al axioma de
eleccion. Por ultimo, el axioma de eleccion es tan evidente como los otros
axiomas de la teoria de conjuntos en lo que respecta al concepto «puro» de
conjunto explicado en la nota 14.
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haber probado que este niumero es mayor que N,, conjeturd que
es N;. Una idea equivalente es: cualquier subconjunto infinito
del continuo tiene la cardinalidad del conjunto de los niimeros
naturales o la del continuo entero. Esta es la hipotesis del
continuo de Cantor.

Pero, aunque la teoria de conjuntos de Cantor se ha desarro-
llado durante mas de setenta afios y el problema es, evidente-
mente, de gran importancia para ella, hasta el momento no se ha
probado nada sobre la pregunta de cudl es la cardinalidad del
continuo ni sobre si sus subconjuntos satisfacen o no la condi-
cion recién expuesta, excepto (1) que la cardinalidad del conti-
nuo no es un nimero cardinal de un tipo especial, a saber, no es
un limite de una infinidad numerable de nimeros cardinales
menores®, y (2) que la idea recién mencionada sobre los subcon-
juntos del continuo es verdadera para una cierta fraccion
infinitesimal de estos subconjuntos, los conjuntos analiticos*: 3
Ni siquiera podemos asignar una cota superior, por grande que
sea, a la cardinalidad del continuo. Tampoco la cualidad del
namero cardinal del continuo nos resulta mejor conocida que su
cantidad. No esta decidido si este namero es regular o singular,
accesible o inaccesible, ni (excepto para el resultado negativo de
Konig) cual es su caracter de confinalidad (véase la nota 4). Sélo
se conocen, ademas de los resultados ya mencionados, un gran
numero de consecuencias de la conjetura de Cantor y algunas
ideas equivalentes a ella®.

Este pronunciado fracaso resulta ain mas sorprendente si el
problema se considera en conexion con las cuestiones generales
de aritmética cardinal. Se prueba facilmente que la cardinalidad
del continuo es igual a 2%°. De este modo el problema del
continuo se convierte en una pregunta sobre la «tabla de

3 Véase Hausdorff [1914], pag. 68, o Bachmann [1955], pag. 167. J. Konig,
que descubri6 este teorema, afirmé mas de’lo que realmente probo. (Véase Konig
[1904], pag. 177.)

* Véase la lista de definiciones, en las piginas 368-370.

5 Véase Hausdorff [1935], pag. 32. Ea cuestion esta indecisa por el momento,
incluso para los complementos de los conjuntos analiticos, y unicamente puede
probarse que son finitos o tienen la cardinalidad X, o ¥; o la del continuo.
(Véase Kuratowski [1933], pag. 246.)

6 Véase Sicrpinski [1934].
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multiplicar» de los nameros cardinales, a saber, el problema de
evaluar un cierto producto infinito (de hecho el mas simple de
los no triviales que pueden construirse). No hay, sin embargo,
ningin producto infinito (de factores >1) a cuyo valor se le
pueda asignar una cota superior. Todo lo que se conoce sobre la
evaluacion de productos infinitos son dos cotas inferiores debi-
das a Cantor y Konig (la dltima de las cuales implica el citado
teorema negativo sobre la cardinalidad del continuo), y ciertos
teoremas que conciernen a la reducciéon de productos con
factores diferentes a exponenciaciones y de exponenciaciones a
exponenciaciones con menores bases 0 exponentes. Estos teore-
mas reducen’ todo el Eroblema de computar productos infinitos
a la evaluacion de XY™ y a la realizacion de ciertas operaciones
fundamentales con nimeros ordinales, tales como la determina-
cién del limite de una serie de éstos. Todos los productos y
potencias pueden ser facilmente computados® si se admite la
«hipotesis generalizada del continuo»; es decir, si se supone que
para cada o N N..{ 0, en otras palabras, que el niimero de
subconjuntos de un conjunto de cardinalidad N, es N, ;. Pero, si
no hacemos uso de hipdtesis, ni siquiera sabemos si m<n
implica 2™ < 2" 0 no (aunque es trivial que implica 2™ <2") ni si
270 <2™ 0 no.

3. Reformulacién del problema sobre la base de un analisis de los
fundamentos de la teoria de conjuntos y de los resultados
obtenidos en este terreno

Esta escasez de resultados, incluso en lo que respecta a las
cuestiones mas fundamentales de este campo, puede deberse,
hasta cierto punto, a dificultades puramente matematicas; pare-
ce, sin embargo (véase seccion 4), que aqui estan involucradas
razones mas profundas y que inicamente se puede encontrar la
solucion de este problema efectuando un andlisis mas detallado

Esta reduccion puede efectuarse gracias a los resultados y métodos de
Tarski [ 1925]. N N AN
8 Para los numeros regulares N, se obtiene inmediatamente N, 9% =N, %= 2"
=Na+1-
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(que el que las matematicas acostumbra a proporcionar) de los
significados de los términos que en €l aparecen (tales como
«conjunto», «correspondencia biunivoca», etc.) y de los axiomas
que subyacen a su uso. Ya se han propuesto varios de estos
analisis. Veamos qué proporcionan a nuestro problema.

En primer lugar esta el intuicionismo de Brouwer, que es
totalmente destructivo en sus resultados. Toda la teoria de los N
mayores que N, es rechazada como carente de significado®. La
misma conjetura de Cantor recibe diferentes significados, todos
los cuales, aunque interesantes por si mismos, son bastante
diferentes del problema original. Conducen en parte a respuestas
afirmativas y en parte a negativas'®. Sin embargo, no se ha
clarificado todo suficientemente en este campo. El punto de vista
«semiintuicionista», al estilo de H. Poincaré y H. Weyl'!,
dificilmente preservaria mucho mas de la teoria de conjuntos.

Esta actitud negativa hacia la teoria de conjuntos de Cantor
y hacia la matematica clasica, de la que es una generalizacion
natural, no es de ningun modo, sin embargo, un resultado
necesario de un examen detallado de sus fundamentos, sino
unicamente una consecuencia de una cierta concepcion filoséfica
de la naturaleza de las matematicas, que admite objetos matemé-
ticos solo en la medida en que sean interpretables como nuestras
propias construcciones o, al menos, sean completamente dados
en una intuicion matematica. Para quien considere que los
objetos matemadticos existen independientemente de nuestras
construcciones y de que tengamos individualmente una intuicién
de ellos y para quien exija Unicamente que los conceptos
generales matematicos sean lo suficientemente claros como para
que seamos capaces de reconocer su correccion y la verdad de
los axiomas que les conciernen, existe, creo, una fundamentacion
satisfactoria de la teoria de conjuntos de Cantor en toda su

® Véase Brouwer [1908].

10 yéase Brouwer [1907], I, 9; III, 2.

1 véase Weyl [1932]. Si el procedimiento de construccién de conjuntos ahi
descrito (pag. 20) es iterado un numero (transfinito) suficientemente grande de
veces se llega exactamente a los numeros reales del modelo de teoria de
conjuntos mencionado en la seccidn 4, en el cual la hipotesis del continuo es
verdadera. Pero esta iteracion no es posible dentro de los limites del punto de
vista semiintuicionista.
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amplitud y significado originales, a saber, la teoria axiomatica de
conjuntos interpretada al modo esbozado mds adelante.
Podria pensarse en un primer momento que las paradojas de
la teoria de conjuntos condenarian a una empresa de este tipo al
fracaso, pero un examen mas detenido muestra que no producen
ninguna dificultad. A pesar de todo constituyen un problema
muy serio, pero no para la matematica, sino mas bien para la
logica y la epistemologia. En la medida en que los conjuntos
aparecen en matematicas (al menos en las matematicas de
hoy, incluyendo toda la teoria de los conjuntos de Can-
tor), son conjuntos de numeros enteros o de nimeros ra-
cionales (es decir, de pares de enteros) o de nimeros reales (es
decir, de conjuntos de nimeros racionales) o de funciones de
nimeros reales (es decir, de conjuntos de pares de numeros
reales), etc. Cuando se afirman teoremas sobre todos los conjun-
tos (o la existencia de conjuntos en general) puede interpretarse
sin ninguna dificultad que se quiere decir que valen para
conjuntos de numeros enteros, asi como para conjuntos de
conjuntos de nimeros enteros, etc. (respectivamente, que existen
conjuntos de niimeros enteros, o ..., etc., que tienen la propiedad
enunciada). Sin embargo, este concepto de conjunto'? segin el
cual un conjunto es algo obtenible a partir de los nimeros
enteros (o cualesquiera otros objetos bien definidos) mediante la
aplicacion iterada'® de la operacion «conjunto de»', y no algo

'* Dcbe admitirse que el espiritu de las modernas disciplinas abstractas
matematicas, en especial de la teoria de las categorias, trasciende este concepto
de conjunto, como es patente, por ejemplo, en la autoaplicabilidad de las
categorias. (Véase MacLane [1959].) No parece, sin embargo, que se pierde nada
del contenido matematico de la teoria si se distinguen categorias de diferentes
niveles. Si existiesen pruebas matemdaticamente interesantes que no pudiesen
llevarse a cabo bajo esta interpretacion, entonces las paradojas de la teoria de
conjuntos se convertirian en un serio problema para las matematicas.

13 Aqui se quiere dar a entender que se incluye la iteracién transfinita; es
decir, se considera a la totalidad de los conjuntos obtenidos mediante iteracién
finita como un nuevo conjunto y base para posteriores aplicaciones de la
operacion «conjunto de».

14 La operacién «conjunto de los x» (donde la variable «x» toma valores
sobre cierto tipo dado de objetos) no puede definirse de un modo satisfactorio (al
menos no en el presente estado de conocimientos), pero puede ser parafraseada
mediante otras expresiones que contengan de nuevo al concepto de conjunto,
tales como «multitud de los x», «combinacién de cualquier niimero de x», «parte
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obtenible dividiendo la totalidad de las cosas que existen en dos
categorias, no ha conducido nunca a antinomias de ningfn tipo;
esto es, el trabajo perfectamente «ingenuo» y acritico con este
concepto de conjunto ha resultado ser hasta el momento
completamente autoconsistente?s.

Pero, ademas, los axiomas que subyacen al uso irrestricto de
este concepto de conjunto o, al menos, un subconjunto de éstos,
que bastan para todas las pruebas matematicas inventadas hasta
ahora (excepto para los teoremas que versan sobre la existencia
de numeros cardinales extremadamente grandes; véase la nota
20) han sido formulados de un modo tan preciso en la teoria
axiomatica de conjuntos!® que la pregunta de si cierta sentencia
dada se sigue de ellos 0o no puede transformarse, gracias a la
légica matematica, en un problema puramente combinatorio
relativo a la manipulacion de signos al que tiene que reconocer
sentido incluso el intuicionista mas radical. De este modo el
problema del continuo de Cantor, independientemente del punto
de vista filosofico que se adopte, tiene sin ninguna duda al menos
el siguiente sentido: el de averiguar si a partir de los axiomas de
la teoria de conjuntos, formulados tal y como aparecen en los
sistemas citados, se puede deducir una respuesta y, si asi fuese,
cual.

Desde luego, si se interpreta de este modo (suponiendo la
consistencia de los axiomas) hay a priori tres posibilidades para
la conjetura de Cantor; puede ser demostrable, refutable o
indecidible!”. La tercera alternativa (que es Unicamente una

de la totalidad de los x», donde «multitud» («combinacioén», «parte») se concibe
como algo que existe por si thismo sin que importe que podamos o no definirlo
con un numero finito de palabras (de modo que no se excluyen conjuntos
aleatorios).

5 Se sigue inmediatamente de esta explicacién del término «conjunto» que
no puede existir un conjunto de todos los conjuntos u otros conjuntos de similar
extension, pues cada conjunto obtenido da lugar inmediatamente a nuevas
aplicaciones de la operacion «conjunto de» y, por tanto, a la existencia de nuevos
conjuntos.

16 Véase, por ejemplo, Bernays [1937-43]; v. Neumann [1925]; v. Neumann
[1929], v. Neumann [1928], Godel [1940] y Bernays y Fraenkel [1958].
Recientemente se ha hecho posible efectuar axiomatizaciones mucho mas
elegantes mediante la inclusion de axiomas de infinitud mucho mas fuertes.
(Véase Bernays [1961].)

'7 En el caso de que los axiomas fuesen contradictorios se daria la Gltima de
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formulacién precisa de la anterior conjetura de que las dificulta-
des del problema quizd no sean puramente matematicas) es la
mas probable. Quiza hoy dia el modo mas prometedor de
abordar el problema sea buscar una prueba de ello. Ya se ha
obtenido un resultado en este sentido, a saber, que la conjetura
de Cantor no es refutable a partir de los axiomas de la teoria de
conjuntos en el supuesto de que dichos axiomas sean consisten-
tes (véase seccion 4).

Debe observarse, no obstante, que, desde el punto de vista
aqui adoptado, una prueba de la indecidibilidad de la conjetura
de Cantor a partir de los axiomas aceptados de la teoria de
conjuntos (en oposicion, por ejemplo, a la prueba de la trascen-
dencia de ) de ningun modo resolveria el problema. Pues si se
acepta que el significado de los signos primitivos de la teoria de
conjuntos como se explica en la pagina 360 y en la nota 15 es
correcto, entonces los conceptos y teoremas de la teoria de
conjuntos describirian alguna realidad bien determinada en la
cual la conjetura de Cantor deberia ser cierta o falsa.

Por ello su indecidibilidad a partir de los axiomas que hoy
dia aceptamos so6lo puede significar que estos axiomas no
entrafian una descripcién completa de esta realidad. Esta creen-
cia no es, de ningun modo, quimérica, pues es posible establecer
medios para obtener la decision de una pregunta que es indecidi-
ble a partir de los axiomas usuales.

En primer lugar, los axiomas de la teoria de conjuntos no
constituyen en modo alguno un sistema cerrado en si mismo,
sino que, al contrario, el verdadero concepto de conjunto!® en
que estan fundados sugiere su extensidon mediante nuevos axio-
mas que afirman la existencia de ain mas posteriores iteraciones
de la operacion «conjunto de». Estos axiomas también pueden

las cuatro alternativas a priori, a saber, seria a la vez demostrable y refutable a
partir de los axiomas de la teoria de conjuntos.

8 De modo similar el concepto «propiedad de conjunto» (el segundo de los
términos primitivos de la teoria de conjuntos) sugiere continuas extensiones de
los*axiomas en relacion con él. Ademas se pueden introducir conceptos como
«propiedad de propiedad de conjunto», etc. Sin embargo, tanto los nuevos
axiomas asi obtenidos como sus consecuencias referidas a dominios limitados de
conjuntos (tales como la hipétesis del continuo) estan ya contenidas (en la
medida en que hoy son conocidas) en los axiomas sobre conjuntos,
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formularse como sentencias que afirman la existencia de nume-
ros cardinales muy grandes (es decir, de conjuntos que tienen
estos nimeros cardinales). El mds simple de estos fuertes «axio-
mas de infinitud» afirma la existencia de nimeros inaccesibles
(en el sentido mas débil o mas fuerte) mayores que §&,. El ultimo
axioma, simplificando, unicamente dice que la totalidad de los
conjuntos obtenibles mediante el uso de los procedimientos de
formacién de conjuntos expresados en los otros axiomas es de
nuevo un conjunto (y, por tanto, una nueva base para posterio-
res aplicaciones de estos procedimientos)!®. P. Mahlo formulo
antes otros axiomas de infinitud?°. Estos axiomas muestran con
claridad no so6lo que el sistema axiomatico de teoria de conjun-
tos tal y como hoy dia se usa es incompleto, sino también que
puede ser complementado sin arbitrariedad mediante nuevos
axiomas que Unicamente despliegan el contenido del concepto de
conjunto antes explicado.

Se puede probar que estos axiomas también tienen conse-
cuencias en campos muy alejados del tema de los numeros
transfinitos muy grandes, que es el asunto que de un modo
inmediato les concierne: se puede probar que cada uno de ellos,
en el supuesto de que sea consistente, aumenta el ntimero de
sentencias decidibles incluso en el terreno de las ecuaciones
diofanticas. En lo que respecta al problema del continuo, hay
poca esperanza de resolverlo mediante estos axiomas de infini-
tud que pueden establecerse a partir de los principios de Mahlo
(la mencionada prueba de la irrefutabilidad de la hipodtesis del

' Véase Zermelo [1930].

20 Véase Mahlo [1911] y Mahlo [1913]. Sin embargo, a partir de la
presentacion del tema de Mahlo no parece que los nimeros que define realmente
existan. En los utltimos afios se han hecho considerables progresos en lo que
respecta a los axiomas de infinitud. En particular se han formulado algunos
axiomas que estan basados en principios totalmente diferentes a los de Mahlo, y
Dana Scott ha probado que uno de ellos implica la negacion de la sentencia A
(mencionada en la pag. 366). Si se aflade entonces este axioma, la prueba de
consistencia de la hipdtesis del continuo explicada en la pdg. 366 yva no funciona.
Sin embargo, ain no se ha aclarado que estos axiomas estén implicados por el
concepto general de conjunto en el sentido en que lo estan los de Mahlo. Véase
Tarski [1960], Scott [1961] y Hanf y Scott [1961]. Azriel Levy ha deducido los
axiomas de Mahlo a partir de un principio general sobre el sistema de todos los
conjuntos. Véase Levy [19607]. Véase también Bernays [1961], donde se deducen
casi todos los axiomas de la teoria de conjuntos a partir del principio de Levy.
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continuo no experimenta ningin cambio por la adicion de estos
axiomas). Pero existen otros axiomas fundados en otros princi-
pios (véase la nota 20); podrian también existir, ademas de los
axiomas usuales, de los axiomas de infinitud y de los axiomas
mencionados de la nota 18, otros axiomas de la teoria de
conjuntos (hasta el momento desconocidos) que podriamos
reconocer como implicados por los conceptos subyacentes a la
logica y a las matematicas si tuviéramos una comprension mas
profunda de estos conceptos. (Véase, por ejemplo, la nota 23.)

Tenemos, sin embargo, y en segundo lugar, que, incluso
prescindiendo de la necesidad intrinseca de algin nuevo axioma
y hasta en el caso de que no hubiese una tal necesidad, es posible
una decision probable sobre su verdad también de otro modo, a sa-
ber, estudiando su «éxito» inductivamente. Exito significa aqui
fecundidad en consecuencias, en especial en consecuencias «veri-
ficables», es decir, en consecuencias demostrables sin el nuevo
axioma, pero cuyas pruebas resulten mucho mas faciles de
descubrir y desarrollar con ayuda del nuevo axioma, que ademas
hace posible resumir muchas pruebas diferentes en una sola. Los
axiomas para el sistema de los numeros reales, rechazados por
los intuicionistas, se han verificado hasta cierto punto en este
sentido gracias al hecho de que la teoria analitica de numeros
permite frecuentemente probar teoremas numéricos que pueden
ser posteriormente verificados, de un modo mas farragoso,
mediante métodos elementales. Sin embargo, es concebible un
grado de verificacion mucho mayor que éste. Pueden existir
axiomas tan abundantes en sus consecuencias verificables que
proporcionen tanta luz a un amplio campo y que ofrezcan
métodos tan poderosos para resolver problemas (e incluso, en la
medida de lo posible, para resolverlo constructivamente) que, sin
que importe que sean o no intrinsecamente necesarios, deberian
ser aceptados en el mismo sentido en que lo es cualquier teoria
fisica bien establecida.
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4. Algunas observaciones sobre la cuestion: (En qué sentido
y por qué camino podemos esperar encontrar una solucion del
problema del continuo?

Pero (son estas consideraciones apropiadas para el problema
del continuo? ;Hay realmente alguna indicacién clara de que no
sea solucionable a partir de los axiomas aceptados? Pienso que
hay por lo menos dos:

La primera resulta del hecho de que hay dos clases de
objetos definidos de modos bastante diferentes que satisfacen
todos los axiomas de la teoria de conjuntos que se han estableci-
do hasta e] momento. Una clase consiste en los conjuntos
definibles de un cierto modo mediante las propiedades de sus
elementos?!; la otra consiste en los conjuntos en el sentido de
multitudes arbitrarias, sin que importe si pueden ser definidos o
de qué modo. Ahora bien, antes de que se haya establecido qué
objetos han de ser numerados, y sobre la base de qué correspon-
dencias biunivocas, dificilmente podemos esperar ser capaces de
determinar su nimero, a no ser por alguna afortunada coinci-
dencia. No obstante, si uno cree que no tiene sentido hablar de
conjuntos excepto como extensiones de propiedades definibles,
entonces tampoco puede esperar que mas que una pequefia
fraccion de los problemas de la teoria de conjuntos puedan
resolverse sin hacer uso de esta caracteristica, esencial en su
opinidon, de los conjuntos, a saber, que son extensiones de
propiedades definibles. Sin embargo, esta caracteristica de los
conjuntos ni estd contenida de modo implicito en los axiomas
aceptados de la teoria de conjuntos ni formulada explicitamente
en ellos. Entonces, y desde cualquier punto de vista, si se tiene en
cuenta lo que se dijo en la seccidon 2, se puede establecer la
conjetura de que el problema del continuo no puede resolverse
con los axiomas establecidos hasta el momento, pero, por otro

21 A gaber, definibles mediante ciertos procedimientos «en términos de
nimeros ordinales» (es decir, y simplificando, bajo el supuesto de que para cada
namero ordinal exista un signo que lo denote). Véase Godel [1940] y Godel
[1939]. La paradoja de Richard, naturalmente, no se aplica a este tipo de
definibilidad, pues la totalidad de los ordinales no es, claro esta, numerable.
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lado, puede tener solucién con la ayuda de algiin nuevo axioma
que afirme o implique algo sobre la definibilidad de los con-
juntos??,

La ultima parte de la conjetura ya ha sido verificada; a saber,
el concepto de definibilidad mencionado en la nota 21 (que es a
su vez definible en la teoria axiomatica de conjuntos) permite
deducir, en la teoria axiomatica de conjuntos, la hipotesis
generalizada del continuo a partir del axioma que dice que todo
conjunto es definible en este sentido??. Como se puede probar
que el axioma (llamémosle «A») es consistente con los otros
axiomas, bajo el supuesto de que estos otros axiomas sean a su
vez consistentes, este resultado (independientemente de la posi-
cion filosofica que se tome respecto a la definibilidad) muestra la
consistencia de la hipotesis del continuo con los otros axiomas
de la teoria de conjuntos, supuesto que estos axiomas sean
consistentes®. En su estructura, la prueba es similar a la de la
prueba de consistencia de la geometria no euclidea por medio de
un modelo interno de la geometria euclidea. A saber, de los
axiomas de la teoria de conjuntos se sigue que los conjuntos
definibles en el sentido mencionado forman un modelo de teoria
de conjuntos en el que la idea A y, por tanto, la hipodtesis
generalizada del continuo son verdaderas.

Un segundo argumento a favor de que el problema del
continuo no es solucionable en base a los axiomas usuales puede
fundarse en ciertos hechos (desconocidos en la época de Cantor)
que parecen indicar que la conjetura de Cantor acabara siendo

22 El programa de Hilbert para solucionar el problema del continuo (véase
Hilbert [1925]) que, sin embargo, no ha sido llevado a cabo, también estaba
basado en una consideracion de todas las posibles definiciones de los nimeros
reales.

23 Por otro lado, quizd se podria deducir la negacién de la conjetura de
Cantor a partir de un axioma en cierto modo opuesto a éste. Estoy pensando en
un axioma que (al estilo del axioma de completud de Hilbert para la geometria)
estableciese alguna propiedad maxima del sistema de todos los conjuntos del
modo coino A establece una propiedad minima. Obsérvese que parece que solo
una propiedad maxima armonizaria con el concepto de conjunto explicado en la
nota 14.

24 Véase Godel [1940] y Godel [1939]. Para llevar a cabo la prueba en todos
sus detalles debe consultarse Gédel [1940].
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errénea®’®, aunque, por otro lado, es demostrablemente imposi-
ble refutarla a partir de los axiomas que hoy se aceptan.

Uno de tales hechos es que se ha logrado probar que existen
conjuntos innumerables de puntos que tienen ciertas propieda-
des (que afirman su extrema rareza), pero no hay modo de ver
como se podria esperar probar la existencia de ejemplos de la
cardinalidad del continuo. Propiedades de este tipo (de subcon-
juntos de una linea recta) son: (1) ser de la primera categoria en
cualquier conjunto perfecto?®; (2) ser trasladado a un conjunto-
cero por cada biyeccion continua de la recta en si misma?’. Otra
propiedad de naturaleza similar es la de ser cubrible por infinitos
intervalos de cualesquiera longitudes dadas. Pero en este caso ni
siquiera se ha logrado probar la existencia de ejemplos innume-
rables. En los tres casos, sin embargo, se sigue de la hipotesis del
continuo no s6lo que existen ejemplos de la cardinalidad del
continuo?®, sino incluso tales que son trasladados en si mismos
(con la posible excepcion de una infinidad numerable de puntos)
por cada traslacion de la linea recta®®.

Otras consecuencias muy poco plausibles de la hipotesis del
continuo son: (1) que existen subconjuntos de una linea recta de
la cardinalidad del continuo que son cubribles (con la posible
excepcion de una infinidad numerable de puntos) por cada
conjunto denso de intervalos3®; (2) que existen infinitos subcon-
juntos dimensionales del espacio de Hilbert que no contienen
ningin subconjunto innumerable finito-dimensional (en el senti-
do de Menger-Urysohn)*!; (3) que existe una secuencia infinita
A’ de descomposiciones de cualquier conjunto M de la cardinali-
dad del continuo en un numero igual a la cardinalidad del
continuo de conjuntos A mutuamente exclusivos tales que de

¢

cualquier modo que se escoja un conjunto A,‘;i para cada i, l—L
e

25 N. Lusin también ha expresado puntos de vista que tienden a esta
direccion. Véase Lusin [1935]. Véase también Sierpinski [1935].

26 Véase Sierpinski [1934a] y Kuratowski [1933], pag. 269.

27 Véase Lusin y Sierpinski [1918], y Sierpinski [1934a].

28 para el tercer caso, véase Sierpinski [1934], pag. 39, Teorema 1.

29 Véase Sierpinski [1935a].

30 Veéase Lusin [1914].

3t yéase Hurewicz [1932].
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(M —A4;) es denumerable®. (1) y (3) son muy inverosimiles,
incluso si «la cardinalidad del continuo» se reemplaza por « Ny».

Se puede objetar que muchos de los resultados de la teoria de
conjuntos de puntos obtenidos sin usar la hipotesis del continuo
son también muy inesperados e inverosimiles®®. Pero, aunque
esto sea verdad, la situacion alli es diferente, pues en muchos de
estos casos (tales como, por ejemplo, las curvas de Peano) la
apariencia extrafia puede ser explicada por una falta de concor-
dancia entre nuestros conceptos geométricos intuitivos y los
conceptos de la teoria de conjuntos que aparecen en los teore-
mas. También es muy sospechoso que, en oposiciéon a las
numerosas ideas verosimiles que implican la negacion de la
hipoétesis del continuo, no se conozca ninguna idea verosimil que
implique la hipoétesis del continuo. Creo que, resumiendo todo lo
dicho, hay buenas razones para sospechar que el papel del
problema del continuo en la teoria de conjuntos consistira en
conducir al descubrimiento de nuevos axiomas que permitan
refutar la conjetura de Cantor.

Definiciones de algunos de los términos técnicos

Las definiciones 4-15 se refieren a subconjuntos de una linea
recta, pero pueden transferirse literalmente a subconjuntos de
espacios euclideos de cualquier namero de dimensiones si se
identifica «intervalo» con «interior de un paralepipedo».

1. Llamo el cardcter de confinalidad de un nimero cardinal
m (abreviado «cf(m)») al minimo nimero » tal que m es la suma
de n nimeros <m.

2. Un namero cardinal m es regular si ¢f(m)=m y en otro
caso es singular.

3. Un cardinal infinito m es inaccesible si es regular y no
tiene ningin predecesor inmediato (es decir, si, aunque sea un
limite de numeros <m, no es un limite de menos de m de tales
nUmeros); es fuertemente inaccesible si cada producto (y por

32 Véase Braun y Sierpinski [1932], 1, sentencia (Q). Esta sentencia es
equivalente a la hipétesis del continuo.
33 Véase, por ejemplo, Blumenthal [1940].
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tanto también cada suma) de menos de m nimeros <m es <m.
(Véase Sierpinski y Tarski [1930] y Tarski [1938].)

De la hipotesis generalizada del continuo se sigue que estos
dos conceptos son equivalentes. &, es, evidentemente, inaccesi-
ble y también es fuertemente inaccesible. En cuanto a los
numeros finitos, 0 y 2 son fuertemente inaccesibles y ningin otro
lo es. Una definicion de inaccesibilidad aplicable a niimeros
finitos es ésta: m es inaccesible si (1) cualquier suma de menos de
m numeros <m es <m, y (2) el namero de nimeros <m es m.
Esta definicion concuerda con la anterior en cuanto a niimeros
transfinitos y respecto a los nimeros finitos determina a 0, 1 y 2
como inaccesibles. De este modo la inaccesibilidad y la inaccesi-
bilidad fuerte resultan no ser equivalentes en ¢l caso de numeros
finitos. Esto introduce una cierta duda sobre su equivalencia en
el caso de los numeros transfinitos, que se sigue de la hipotesis
generalizada del continuo.

4. Un conjunto de intervalos es denso si cualquier intervalo
tiene puntos en comun con algun intervalo del conjunto (los
puntos extremos de un intervalo no son considerados como
puntos del intervalo).

5. Un conjunto-cero es un conjunto que puede ser cubierto
por infinitos conjuntos de intervalos de suma de longitudes
arbitrariamente pequefia.

6. Un entorno de un punto P es un intervalo que contiene
aP.

7. Un subconjunto 4 de B es denso en B si cada entorno de
cualquier punto de B contiene puntos de 4.

8. Un punto P estad en el exterior de A4 si tiene un entorno
que no contiene ningun punto de A4.

9. Un subconjunto A de B no es denso en ningun punto de B
si los puntos de B que estan en el exterior de 4 son densos en B
o (lo que es equivalente) si no hay ningln intervalo I tal que la
interseccion 1N A4 sea densa en INB.

10. Un subconjunto A4 de B es de la primera categoria en B
si es la unién de una infinidad numerable de conjuntos no
densos en ningin punto de B.



370 Kurt Godel

11. Un conjunto A es de la primera categoria sobre B si la
interseccion ANB es de la primera categoria en B.

12.  Un punto P se llama un punto limite de un conjunto A
si cualquier entorno de P contiene infinitos puntos de A.

13. Un conjunto A se llama cerrado cuando contiene a
todos sus puntos limite.

14. Un conjunto es perfecto si es cerrado y no tiene ningin
punto aislado (es decir, si ninguno de sus puntos tiene un
entorno que no contenga a otro punto del conjunto).

15. Los conjuntos de Borel se definen como el menor
sistema de conjuntos que satisfaga los siguientes postulados:

(1) Los conjuntos cerrados son conjuntos de Borel.

(2) El complemento de un conjunto de Borel es un conjunto
de Borel.

(3) La unién de una infinidad numerable de conjuntos de
Borel es un conjunto de Borel.

16. Un conjunto es andlitico si es la proyeccion ortogonal
de algun conjunto de Borel de un espacio de dimension inmedia-
tamente superior. (Por supuesto, cada conjunto de Borel es
analitico.)



Introduccion a:

Un ejemplo de un nuevo tipo
de soluciones cosmoldgicas

de las ecuaciones einsteinianas
del campo gravitatorio

Godel pas6 los afios cuarenta en el Instituto de Estudios
Avanzados de Princeton, donde seguiria hasta su muerte. En ese
Instituto tenia como colegas a los mas ilustres cosmoélogos de su
tiempo —a Albert Einstein, a Hermann Weyl, a H. P. Robertson,
etc.—. No es de extrafiar, por tanto, si el interés por la cosmologia
se le contagié. Ahora bien, la cosmologia del siglo XX se basa en
la teoria general de la relatividad, centrada en torno a las
ecuaciones einsteinianas del campo gravitatorio. Estas ecuacio-
nes no determinan univocamente la estructura del universo, sino
que admiten diversas soluciones, que corresponden a otros
tantos universos posibles.

En 1949 Godel descubrié una solucion de las ecuaciones
einsteinianas del campo gravitatorio que determina un espacio-
tiempo que no cumple con el principio cosmologico, pues si bien
es homogéneo, no es isotropo (igual en todas las direcciones
para cualquier observador), ya que esta sometido a una rotacion
de la materia respecto a la brujula de referencia de la inercia.
Este universo godeliano es homogéneo, infinito, estd provisto de
curvatura constante y es estacionario; en particular, por tanto,
no admite expansion ni da cuenta del desplazamiento hacia el
rojo del espectro de la luz que nos llega de los objetos mas
lejanos. Por tanto, este universo goédeliano no es el universo real
en que vivimos, sino so6lo un universo posible, en el sentido de
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compatible con las leyes de la naturaleza expresadas en las
ecuaciones einsteinianas del campo gravitatorio.

Cada punto del espacio-tiempo cuatridimensional se llama
un suceso. Cada dos sucesos estan unidos por un intervalo (cuyo
cuadrado es igual al cuadrado de la diferencia de sus coordena-
das temporales menos el cuadrado de sus coordenadas espacia-
les). Si el cuadrado del intervalo entre los sucesos A y B es
positivo, decimos que se trata de un intervalo de tipo temporal.
Una linea de universo es una trayectoria posible en el espacio-
tiempo 4-dimensional, es decir, una sucesion continua de sucesos
unidos por intervalos de tipo temporal. En los modelos determi-
nados por soluciones con densidad media de materia #0
conocidos hasta entonces, las lineas de universo nunca son
cerradas, es decir, si 4 y B estan en la misma linea de universo y
A precede a B, no hay ninguna linea de universo en la que B
precede a A. En el modelo determinado por la solucién de Godel
a las ecuaciones del campo gravitatorio, sin embargo, a pesar de
que la densidad media de la materia es distinta de 0, son posibles
lineas de universo de tipo temporal tales que en una de ellas el
suceso A es anterior a B (pertenece al pasado de B), mientras que
en otra A es posterior a B (pertenece al futuro de B), es decir, hay
lineas cerradas de tiempo, lo que priva al tiempo de todo
caracter absoluto.

Las consecuencias filosoficas de la construccion de este
extrafio modelo de la relatividad general serian expuestas por
Godel en ese mismo afio en su contribuciéon al volumen Albert
Einstein, Philosopher-Scientist (véase pag.378 de este libro).

La solucién encontrada por Godel a las ecuaciones einstei-
nianas del campo gravitatorio y la demostracion de ciertas
propiedades del modelo de universo determinado por ella
aparecio en 1949 bajo el titulo An example of a new type of
cosmological solutions of Einsteins’s field equations of gravitation
(Un ejemplo de un nuevo tipo de soluciones cosmologicas de las
ecuaciones einsteinianas del campo gravitatorio) en la revista
Reviews of modern physics, vol. 21, niim. 3, pags. 447-450.

.M.



UN EJEMPLO DE UN NUEVO TIPO
DE SOLUCIONES COSMOLOGICAS

DE LAS ECUACIONES EINSTEINIANAS
DEL CAMPO GRAVITATORIO

1. Las principales propiedades de la nueva solucién

Todas las soluciones cosmologicas con densidad no-nula de
la materia conocidas hasta el presente! poseen la propiedad
comun de que, en cierto sentido, contienen una coordenada
temporal «absoluta»?, debido al hecho de que existe un sistema
uniparamétrico de triespacios que son en todos los puntos
ortogonales a las lineas-universo de la materia. Es facil ver que la
inexistencia de un sistema tal de triespacios es equivalente a una
rotacion de la materia relativamente a la brijula de la inercia.
En este articulo propongo una solucion (con un término cosmo-
lo6gico #0) que presenta tal rotacion. Esta solucion, o més bien
el espacio tetradimensional S que ella define, posee ademas las
siguientes propiedades:

(1) S es homogeéneo, es decir, para dos puntos cualesquiera
P, Q de S existe una transformacion de S sobre si mismo que

1 Vease, por ejemplo, H. P. Robertson, Rev. Mod. Phys., 5, 62 (1933).

2 Por lo que respecta a las consecuencias filosoficas que se han sacado de
esta circunstancia, véase J. Jeans, «Man and the Universe», Halley Stewart
Lecture (1935), y mi articulo de proxima aparicion en el volumen dedicado a
Einstein de la Library of Living Philosophers.
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aplica P en Q. En términos fisicos, esto significa que la solucién
es estacionaria y espacialmente homogénea.

(2) Existe un grupo uniparamétrico de transformaciones de
S sobre si mismo que aplica cada linea-universo de materia en si
misma de modo que dos lineas-universo cualesquiera de materia
son equidistantes.

(3) S tiene simetria rotacional, es decir, para cada punto P
de S existe un grupo uniparamétrico de transformaciones de S
sobre si mismo que aplica P en si mismo.

(4) La totalidad de los vectores tipo tiempo y nulos puede
dividirse de tal modo en vectores-+ y vectores-— que: (a) si &
es un vector-+, —¢& es un vector-—; (b) un limite de vectores-
+ (0 —), si #0, es a su vez un vector-+ (0 —). Esto es, en toda
la solucion se puede introducir consistentemente una direccion
positiva del tiempo.

Después de haber introducido de este modo una direccion
del tiempo, se define una orientacion temporal para la linea-
universo de cada particula (real o posible) de materia o luz, es
decir, para dos puntos cualesquiera dentro de un entorno esta
determinado cual es anterior a cual. Por otra parte, no obstante,
no existe ninguna ordenaciéon temporal de todos los sucesos
puntuales que concuerde en direccion con todas esas ordenacio-
nes individuales. Esto se expresa en la siguiente propiedad:

(5) No es posible asignar una coordenada temporal t a cada
punto del espacio-tiempo de tal modo que t crezca siempre si
nos movemos en una direccién tipo tiempo positiva; y esto es
valido tanto para una coordenada temporal abierta como para
una cerrada.

(6) Cada linea-universo de materia que se da en la solucion
es una linea abierta de longitud infinita que nunca se vuelve a
aproximar a ninguno de sus puntos precedentes; pero también
existen lineas tipo-tiempo cerradas®. En particular, si Py Q son

* Si la tangente de una linea es discontinua, se considerard que la linea es
tipo tiempo sélo en el caso en que las esquinas que presente se puedan redondear
de tal modo que la linea resultante sea tipo tiempo en todos los puntos.
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dos puntos cualesquiera de una linea-universo de materia* y P
precede a Q sobre esta linea, existe una linea tipo tiempo que
conecta Py Q y sobre la cual Q precede a P; es decir, en estos
universos es tedricamente posible viajar al pasado o influirlo de
algiin modo.

(7) No existen triespacios que sean tipo espacio en todos los
puntos y que intersecten cada linea-universo de materia en un
punto.

(8) Si X es cualquier sistema de triespacios mutuamente
excluyentes, cada uno de los cuales intersecta cada linea-
universo de materia en un punto®, entonces existe una transfor-
macién que aplica S y la direccion positiva del tiempo en si
mismos, pero que no aplica X en si mismo; es decir, no existe un
tiempo absoluto, aun cuando no se requiera que concuerde en
direccion con los tiempos de todos los observadores posibles
(donde «absoluto» significa: definible sin referencia a objetos
individuales, como, por ejemplo, un sistema galactico particular).

(9) La materia tiene en todos los puntos una rotacion
relativa a la brujula de la inercia con la velocidad angular:
2(nkp)'’?, donde p es la densidad media de la materia y x es la
constante de la gravitacién de Newton.

2. Definicion del elemento lineal y prueba de que satisface las
ecuaciones de campo

El elemento lineal de S se define mediante la siguiente
expresion®:
a*(dx3 — dx? +(e*Y2) dx3 —dx3 +2e*1dx, dx,),

* «Linea-universo de materia» sin ulterior especificacion se referira siempre a
las lineas-universo de materia que aparecen como tales en la solucién que
consideramos.

s Otra hipotesis sobre Z bajo la cual se verifica esta conclusion es la de que
sea uniparamétrico y orientado (donde la orientacion se refiere al espacio cuyos
puntos son los elementos de Z).

¢ Esta forma cuadratica también se puede escribir asi:

2x1

a* <(d)c0 e tdx, P —dx? — e—z—dx§ — dx%) R
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donde a es un numero positivo. Las matrices de g, y g'*, por lo
tanto, son las dos siguientes:

1 0 et 0 -1 0 2¢ ™1 0

o =10 0 1 0 1 0 0
a - e2x1 > Ef

et 0 -5 0 2¢ 1 0 =21 0

0 00 —1 0 0 0 -1

Debido al hecho de que so6lo dos de las cuarenta dg;,/0x, son
#0, a saber, 0g,,/0x; ¥ 0992/0xy, las [, y I se pueden
calcular muy facilmente. Se obtienen los valores:

r0,12 = _FI,OZ =r2,01 = (‘12/2)‘5"51 >

1—‘1,22 = *Fz,u = —(‘12/2)€2x1 »

Fol =1, Iﬂoz Zréz =e/2,
T=e2 T=—e"

Estas I'; ,; y I'};, asi como las obtenidas a partir de ellas al
permutar los dos ultimos indices (o los dos inferiores), son las
unicas que no se anulan.

Si usamos para R;, la formula’:

R.x-:“a“ro 18 logg F" 8]ogg e

o, 2 ax, o, "2 ov, o

lo cual hace evidente que, tal como se requiere, su signatura es —2 en todos los
puntos. El triespacio que se obtiene al prescindir del término —dx3 tiene un
significado geométrico simple (véase mas abajo). Esencialmente el mismo
triespacio, pero con la signatura +3 y con valores mas generales para las
constantes, ha sido investigado en relacion con la teoria de los grupos continuos,
sin ninguna referencia a la teoria de la relatividad. Véase, por ejemplo, L.
Bianchi, Lezioni sulla teoria dei gruppi continui finiti di transformazioni (Pisa,
1918), pag. 565.

7 Noétese que los fisicos frecuentemente designan por —R;, lo que aqui se
designa por R;;, con el cambio de signo correspondiente en las ecuaciones de
campo.
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y tenemos en cuenta que 0/dx; se anula para cada magnitud de la
solucion, excepto para i=1, y que g=(a®/2)e**!, obtenemos:

0
Rik"_‘a— T+ ThL—- L7 LL.
X1

De aqui resuitan los valores para R;;:
Roo=1, Ryy=e™, Roy=Ryo=e*';
todas las demas R;; se anulan. De ahi que
R=1/a*.
El vector unidad u en la direccion de las lineas-x, tiene los
componentes contravariantes 1/a, 0, 0, 0, y, por lo tanto, los

componentes covariantes a, 0, ae*1, 0.
Por tanto, obtenemos:

Rik = l/azr' U;uy, .

Dado que, ademds, R es una constante, las ecuaciones de
campo relativistas (con las lineas-x, como lineas-universo de
materia), es decir, las ecuaciones®:

1
Ry — Egik R =8nxpu;u, + A9,y

se satisfacen (para un valor dado de p) si ponemos
1/a*=8nkp, A=—~R/[2=—1/2d" =—4rxp.

El signo de la constante cosmologica es aqui opuesto al que
aparece en la solucion estatica de Einstein y corresponde a una
presion positiva.

8 Se supone que ¢l elemento lineal da las distancias tipo tiempo en segundos

y las distancias tipo espacio en segundos-luz. En consecuencia, el coeficiente de
uu, difiere del usual sdlo por un factor 2.
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3. Pruebas de las propiedades enumeradas

La afirmacion de que no existe un sistema uniparameétrico de
triespacios ortogonal a las lineas-x, se sigue inmediatamente de
la condicion necesaria y suficiente que debe satisfacer cualquier
espacio vectorial v en un tetraespacio si se quiere que exista un
sistema de triespacios en todos los puntos ortogonal a los
vectores del espacio. Esta condicion implica que el tensor
simétrico oblicuo.

oo, Oy ‘o ov, Oy, N ov;  0vy
% = b1 0x, O0xy Mox, ox Nox, ox,

se anule idénticamente. Sin embargo, los componentes del vector
correspondiente:
) 8jikl
w! = ikt »

69

en nuestro caso (es decir, para v;=u,) tienen los valores 0, 0, 0,
\/ 2/a*. El hecho de que w* no se anule muestra, ademas, que no
existen superficies ortogonales a las lineas-x, en los subespacios
para los que x; =const.

Si v es el vector unidad que representa la velocidad de la,
materia, el vector w (el cual evidentemente siempre es ortogonal
a v) es el doble de la velocidad angular de la materia en un
sistema inercial local en cuyo origen la materia se halla en
reposo en el momento considerado®. De ahi se obtiene en
seguida la propiedad (9).

Las propiedades (1) y (2) se siguen del hecho directamente
verificable de que el espacio S admite los cuatro sistemas
siguientes de transformaciones en si mismo:

@ xo=xp+b .
x;=x; para i#0

2 Esto es una consecuencia inmediata de la definicion de un sistema inercial
local, la cual estipula que g;, = + 6} y que dg;,/0x;=0 para cada i, k, .
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(II) x2=x,2+b
x;=Xx; para i#2

(III) x3=x53+b
x;=x; para i#3

(IV) x,=x,+b
b

X, =Xx3e"
x0:x6

’
X3=X3,

donde b es un numero real arbitrario.

Una division de los vectores tipo tiempo y nulos en vectores-
+ y vectores-—, tal como se exige en (4), puede efectuarse
definiendo ¢ de modo que sea un vector-+ o un vector-—, segun
que el producto interior (fu)=g;, & u* sea > o <O.

Para probar (3) introducimos nuevas coordenadas r, ¢, t, y
(donde r, ¢, t son coordenadas cilindricas en los subespacios x5
=const. y por su parte y es idéntico a xs, salvo por un factor
constante) mediante las siguientes formulas de transformacion,
que son faciles de resolver con respecto a las x;,

e*! = ch2r +cos @sh2r

X, = \/5 sen ¢sh2r

Xo — 2t

22

<7t'
2!

—2t
tg (%-I—x )ze_z' tg%, donde

22

X3=2y.
Esto nos lleval® a la expresion para el elemento lineal:
4 a(d2 —dr? —dy? +(sh*r — sh®r) d@® +2./2 sh*rdodt),

10 El calculo de esto es bastante complicado. Es més simple derivar ambas
formas del elemento lineal independientemente una de la otra a partir del
significado geométrico de S que se da mas abajo. La primera forma se obtiene
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el cual exhibe directamente la simetria rotacional, dado que las
gix no dependen de ¢.
La propiedad (6) se obtiene ahora facilmente: si ¢ se define

mediante shc=1 (es decir, c=log(1 +\/5)), entonces para cual-
quier R>c tenemos sh*R—sh?’R>0; por lo tanto, el circulo
definido por r=R, t=y=0 es tipo tiempo en todas partes
(teniendo en cuenta que, por la definicion anterior, la direccion
positiva del tiempo es aquella en que ¢ es creciente). Por lo
tanto, la linea definida por

r=R, y=0, t=—ap 0<0<2n)

para un o suficientemente pequefio también serd tipo tiempo en
todas partes. Sin embargo, €l punto inicial Q de esta linea (es
decir, el punto que corresponde a ¢ =0) y el punto final P (es
decir, el que corresponde a ¢ =2x) estan situados sobre la linea-
t: r=R, y=¢=0, y P precede a Q sobre esta linea si a>0. Por
sucesivas repeticiones de este procedimiento se puede alcanzar
cualquier punto que preceda a Q sobre esta linea-t, y debido a la
homogeneidad de la solucion, lo mismo se puede hacer para
cada punto.

La propiedad (7), teniendo en cuenta (2) y (4), es una
consecuencia inmediata de (6). En efecto, un triespacio que
satisfaciera las dos condiciones estipuladas en (7) en conjuncion
con el tiempo medido a lo largo de las lineas-universo de materia
en su direccion positiva daria lugar a un sistema de coordenadas
con la propiedad de que la coordenada 0-ésima siempre seria
creciente en una direccion tipo tiempo positiva, en contradiccion
con (6), lo cual implica que todas las coordenadas de los puntos
iniciales y final de una linea tipo-tiempo son iguales en ciertos
€asos.

La propiedad (5) para una coordenada temporal abierta es
una consecuencia inmediata de la existencia de lineas tipo
tiempo cerradas; para el caso de una coordenada temporal
cerrada esa propiedad se sigue del hecho de que los subespacios ¢

tomando para el espacio-x, x, del sistema de coordenadas el conjunto de base de
cualquier subgrupo biparamétrico del grupo multiplicativo de los cuaterniones
hiperbolicos definidos en la nota 14.
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=const. contradirian la propiedad (7) (como puede mostrarse
facilmente gracias a la conexion simple de S).

Para probar la propiedad (8), sea U un elemento de Z; en tal
caso U intersecta el subespacio S; de S definido por x;=0 en
una superficie V (pues tiene un punto en comin con cada linea-
X, situada sobre S,). Ahora bien, segin lo que se habia probado,
V no puede ser ortogonal a todas las lineas-x, de S,. Asi pues,
sea [ una linea-x, de S, sobre la que no es ortogonal, y sea P el
punto de interseccion de V'y I. Entonces, al efectuar una rotacion
S, alrededor de I (y con cada S, definido por xy=>5 por el mismo
angulo alrededor de la linea-x, obtenida a partir de  mediante la
traslacion x5 =x;+b), U se transforma en un triespacio distinto
de U, pero que pasa por P,y que por lo tanto no estd contenido
en X, ya que se ha supuesto que los elementos de X son
mutuamente excluyentes. Asi pues, X se transforma en un
sistema distinto de X.

4. Algunos teoremas y consideraciones adicionales
sobre la solucion

Quisiera mencionar aqui sin probarlo que, prescindiendo de
la propiedad de conexion a nivel global (que puede modificarse
si identificamos los puntos de ciertos conjuntos unos con otros),
la solucién presentada en este trabajo y el universo estatico de
Einstein son las Unicas soluciones cosmologicas espacialmente
homogéneas con densidad no-nula de materia y con lineas-
universo de materia equidistantes?!.

El espacio S tiene un significado geométrico simple. Es el
producto directo de una linea recta por el triespacio S, definido
por x;=0; y S, se obtiene a partir del espacio R de curvatura
positiva constante y signatura + — — extendiendo la métrica'?

11 Existen soluciones homogéneas estacionarias en las que las lineas-universo
de materia no son equidistantes. Ellas llevan, sin embargo, a ciertas dificultades a
consecuencia de la friccion interna que eso provocaria en el—«gas» cuyas
moléculas son las galaxias, a menos que el movimiento irregular de las galaxias
sea Cero y permanezca asi.
12 p, der la métri 1 i6 la direccion de las li d
or «extender la métrica en la proporcion p en la direccion de las lineas de
un sistema n» quiero decir que se introduce una nueva distancia PQ’ de los
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en la proporcion \/ 2:1 en la direccion de un sistema de
paralelas de Clifford tipo tiempo?2.

Esta definicion de S, conduce también a una representacion
elegante de su grupo de transformaciones. A este fin aplicamos
los puntos de R sobre los cuaterniones hiperbdlicos ug + u,j,
+u,j, +usj; de valor absoluto positivo'* por medio de coorde-
nadas proyectivas'® uyu, u,u; elegidas de tal modo que la forma
cuadratica fundamental de Klein pasa a tener la forma w3 +u?
—u% —ul. Entonces, cualquier movimiento u — #' de R sobre si
mismo puede representarse en la forma u'=p-u-9, donde p y 9
son cuaterniones hiperbdlicos de norma positiva. Un sistema
de paralelas de Clifford puede representarse por o=-u, donde o
es un cuaternion hiperbdlico que solo depende de 7, y las lineas
individuales de 7 se obtienen al asignar un valor fijo a u y hacer
variar o de — oo a + 00. De ahi se desprende que los movimien-
tos de R sobre si mismo que dejan 7 (y la orientacién de sus
lineas) invariante estan representados por ¥'=¢# -u-9, donde

puntos del entorno mediante la ecuacion (PQ') = PR?*4(u-RQ)?, donde R es el
pie de la perpendicular trazada desde P a la linea n pasando por Q; o, dicho en
otros términos: (ds')? =ds* + (4> — 1) (v;dx;)%, donde v es el cuerpo de los vectores
tangentes de longitud unidad de las lineas de .

13 Esto es, un sistema de pares de rectas equidistantes tal que, para cada
punto del espacio, existe exactamente una linea que pasa por él.

14 Aqui los u; son nameros reales y las unidades j, se definen asi: j, =i, j, =i
*1y, ja =113, donde las i, son las unidades de los cuaterniones ordinarios e i es la
unidad imaginaria, la cual se supone que conmuta con todas las i,. El término
«cuaterniones hiperbolicos» aparece en la literatura con un sentido diferente,
pero el sistema numérico que acabamos de definir es evidentemente lo que
deberia ser denominado de este modo. En efecto, norm(u)=u-it=u3 +uf —u2
—u?, y ademas, el grupo multiplicativo de estos cuaterniones, si se identifican
cuaterniones que difieren en un factor real, es isomorfo al grupo de transforma-
ciones del plano lobachevskiano sobre si mismo. Que la métrica de R permanece
invariante bajo las transformaciones dadas en el texto se sigue inmediatamente
de la ecuacion norm{uv)=norm(u)- norm(r).

!5 Hay que hacer notar, sin embargo, que existen formas topologicas
diferentes de los espacios de curvatura positiva constante y de signatura —1, y
que la forma que puede representarse en coordenadas proyectivas de manera
biunivoca no conduce exactamente al espacio S definido antes, sino a un espacio
que se obtiene a partir de S al identificar cualesquiera dos puntos que estén
situados sobre la misma linea del sistema = y cuya distancia sobre esa linea sea
igual a cierta constante. La diferencia correspondiente subsiste para los grupos
de transformaciones.
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recorre todos los nimeros reales y u todos los cuaterniones
hiperbolicos de norma positiva. Es evidente, no obstante, que
estos movimientos forman el grupo continuo cuatriparamétrico
de transformaciones que trasladan S, sobre si mismo. Las lineas
de n, naturalmente, son las lineas-universo de materia.

Evidentemente, sea cudal sea la proporcién u en que se
extienda la métrica de R en la direccion de las lineas de =, el
espacio R’ resultante posee una simetria rotacional. En conse-
cuencia, el tensor de Riemann contraido de R’ x | (donde [ es una
linea recta), bajo la condicion de que el sistema de coordenadas
sea ortogonal en el punto considerado, y que su primer vector
e de la base tenga la direccion de las lineas-r y el Gltimo e’ la
direccion de [, tiene la forma

donde a y b son funciones de . Haciendo los calculos pertinen-
tes se ve que para u:ﬁ se obtiene b=0, es decir, R;;=a
/9,9, 1o cual permite que se satisfagan las ecuaciones de
campo del modo descrito mas arriba.

Por lo que se refiere al significado fisico de la solucion
propuesta en este articulo, esta claro que de ella no se desprende
ningin desplazamiento hacia el rojo para objetos distantes. En
efecto, usando la transformacion (I) definida en la prueba de las
propiedades (1) y (2), se demuestra inmediatamente que las
seflales luminosas enviadas desde una particula de materia (que
aparece en la solucion) a otra llegan con los mismos intervalos
temporales con que se envian. Para el periodo de rotacion se
obtiene 2-10® afios si se sustituye p por el valor 1073° g/cm?®. Si
suponemos que los sistemas galacticos se formaron por conden-
sacion de materia que originariamente estaba distribuida unifor-
memente, y si tomamos el valor 1:200 como proporcion de la
contraccion (valor sugerido por la proporcion media observada
de 1:200 entre el diametro y la distancia de las galaxias), se
obtiene (usando la ley de conservacion del momento angular)
para el periodo medio de rotacion de los sistemas galacticos S
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-10® afios. Este niimero es del orden de magnitud correcto, pero,
teniendo en cuenta que esto deberia ser aproximadamente el
periodo de rotacion en las partes externas de las nebulosas, se
encuentra que el valor observado es considerablemente mayor*.
Naturalmente, tal comparacion con la observacion tiene muy
poco significado si antes no se ha combinado una expansion con
la rotacién. Ademas, habria que hallar una explicacion para la
aparente irregularidad de la distribucion de los ejes de rotacion
de las galaxias. No obstante, esto quiza no sea imposible, dado
que existen varias circunstancias que podrian tender a desfigurar
el orden original, o a hacerlo aparecer desfigurado, especialmen-
te si los ejes de rotacion de la materia en lugares diferentes (a
diferencia de la solucién arriba descrita) no fueran paralelos
entre si. El radio de los circulos tipo tiempo mas pequefio es, en
la soluciéon presentada en este articulo, del mismo orden de
magnitud que el radio universal en el universo estatico de
Einstein.

¢ De los datos numéricos que proporciona E. Hubble, Astrophys. J. 79, 74
(1934), sobre dos galaxias de tamafio medio se desprenden periodos de rotacion
de 2107 y 7-107 afios a una distancia de aproximadamente la mitad del radio
desde el centro. Se calcula que el periodo de rotacion de la nebulosa Andromeda
es de 1,5-107 en la region central.



Introduccién a:

Una observacion sobre la relacion
entre la teoria de la relatividad

y la filosofia idealista

La «biblioteca de filoésofos vivientes», editada por P.A.
Schilpp, contiene volimenes colectivos dedicados a varios
pensadores importantes. Godel contribuyé a dos de ellos, el
dedicado a B. Russell (publicado en 1944), para el que escribi6o
«La logica matematica de Russell», y al dedicado a A. Einstein
(publicado en 1949), para el que escribi6 «Una observacion
sobre la relacion entre la teoria de la relatividad y la filosofia
idealista». En esta contribucion al volumen dedicado a Einstein
Godel saca las consecuencias filoséficas de los resultados mate-
maticos presentados en «Un ejemplo de un nuevo tipo de
soluciones cosmologicas de las ecuaciones einsteinianas del
campo gravitatorio».

Godel entiende aqui por filosofia idealista aquella que niega
la realidad objetiva del tiempo y, por tanto, también la del
cambio. Ya la teoria especial de la relatividad habia mostrado
que no es posible considerar la simultaneidad como una relaciéon
absoluta. Pero la distribucion de la materia en el universo y la
curvatura del espacio-tiempo por ella determinada permiten
considerar, desde la perspectiva de la teoria general de la
relatividad, un tiempo cosmico universal. Sin embargo, precisa-
mente Godel acababa de descubrir soluciones de las ecuaciones
del campo gravitatorio de la relatividad general que determinan
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un modelo de universo en el que es imposible encajar los
tiempos locales de los observadores particulares en un tiempo
cOsmico y en el que el tiempo pierde su caracter absoluto. En ese
universo godeliano es posible viajar por el tiempo hacia adelante
y hacia atras -por ejemplo, a hace tres afios— igual que por el
espacio, al menos en principio (aunque en la practica no sea
factible, dada la cantidad de energia necesaria para el viaje).

Godel no pretende que ese universo posible sea el real. Pero,
como ¢l escribe, «el mero hecho de la compatibilidad con las
leyes de la naturaleza de los universos en los que no se puede
distinguir un tiempo absoluto y, por tanto, en los que no puede
existir un lapso objetivo de tiempo, arroja algo de luz sobre el
significado del tiempo también en los universos en los que se
puede definir un tiempo absoluto». La objetividad del tiempo no
seria una necesidad conceptual, sino una mera consecuencia
contingente de la distribucion factica de la materia en el
universo.

La contribucion de Gdédel aparecio bajo el titulo A remark
about the relationship between relativity theory and idealistic
philosophy (Una observacion sobre la relacion entre la teoria de
la relatividad y la filosofia idealista) en el volumen Albert
Einstein, Philosopher-Scientist (editado por Paul A. Schilpp),
The Library of Living Philosophers, Evanston, Illinois (1949),
pags. 555-562.

J.M.



UNA OBSERVACION SOBRE LA RELACION
ENTRE LA TEORIA DE LA RELATIVIDAD
Y LA FILOSOFIA IDEALISTA

Uno de los aspectos mas interesantes de la teoria de la
relatividad para una persona con intereses filosoficos consiste en
el hecho de que proporciond una vision nueva y sorprendente de
la naturaleza del tiempo, ese ente misterioso y aparentemente
contradictorio® que, por otra parte, parece constituir la base de
la existencia del mundo y de nuestra propia existencia. El punto
de partida crucial de la teoria de la relatividad especial consiste
en el descubrimiento de una propiedad nueva y muy asombrosa
del tiempo, a saber, la relatividad de la simultaneidad, que en
gran medida implica también? la relatividad de la sucesion
temporal. La afirmacion de que los sucesos A y B son simulta-
neos (y también, para una gran clase de pares de sucesos, la
afirmaciéon de que A ocurridé antes que B) pierde su significado
objetivo en la medida en que otro observador puede afirmar, con
las mismas pretensiones de validez, que 4 y B no son simulta-
neos (0 que B ocurrié antes que A).

! Véase, por ejemplo, J. M. E. McTaggart, «The Unreality of Time», Mind,
17, 1908.

2 Al menos si se exige que dos sucesos puntuales cualesquiera o bien sean
simultaneos o bien uno siga al otro, es decir, que la sucesion temporal defina una
ordenacion lineal completa de todos los sucesos puntuales. Existe una ordena-
cion parcial absoluta.
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Si seguimos las consecuencias de esta extrafia situacion, nos
vemos llevados a conclusiones sobre la naturaleza del tiempo
que son ciertamente de gran alcance. Dicho brevemente, parece
que obtenemos una prueba inequivoca de la concepcion de los
filésofos que, como Parmenides, Kant y los idealistas modernos,
niegan la objetividad del cambio y consideran que el cambio es
una ilusiéon o una apariencia debida a nuestro especial modo de
percepcion®. El argumento es como sigue: el cambio sélo es
posible a través de un lapso de tiempo. La existencia de un lapso
objetivo de tiempo®*, no obstante, significa (o, al menos, es
equivalente al hecho de) que la realidad consiste en una infinidad
de estratos de «ahoras» que pasan a existir sucesivamente. Pero
si la simultaneidad es algo relativo en el sentido que acabamos
de explicar, entonces la realidad no se puede dividir en tales
estratos de una manera objetivamente determinada. Cada obser-
vador tiene su propio conjunto de «ahoras», y ninguno de esos

3 Kant (en la Critica de la razén pura, 2.° ed., 1787) expresa esta idea en los
siguientes términos: «aquellas afecciones que nos representamos como cambios
darian lugar, en seres con otras formas de cognicion, a una percepcion en la que
la idea de tiempo, y por tanto también la de cambio, no se manifestaria en
absoluto». Esta formulacion concuerda tan bien con la situacién dada en la
teoria de la relatividad que uno casi se siente tentado a afiadir: tal como, por
ejemplo, una percepcion de la inclinacién de las lineas-universo de materia
relativamente entre st en el espacio de Minkowski.

4 Uno puede adoptar el punto de vista de que la idea de un lapso objetivo de
tiempo (cuya esencia es que lo Unico que realmente existe es el presente) carece de
sentido. Pero esto no es una salida al dilema; pues esta opiniéon en si misma
equivale ya a tomar el punto de vista idealista con respecto a la idea de cambio,
exactamente igual que los fildsofos que la consideran contradictoria. Pues en
ambas concepciones se niega que un lapso objetivo de tiempo sea un posible
estado de cosas y a fortiori que exista en la realidad, y en este contexto poco
importa que consideremos esa idea como carente de sentido o bien como
contradictoria. Naturalmente, para los que adoptan cualquiera de estos dos
puntos de vista, el argumento basado en la teoria de la relatividad que se expone
a continuacién es innecesario; no obstante, incluso para ellos puede ser
interesante el hecho de que quiza exista una segunda prueba de la irrealidad del
cambio basada en razones enteramente distintas, especialmente si tenemos en
cuenta que la afirmacion que hay que probar choca frontalmente con el sentido
comun. Puede encontrarse una discusion particularmente clara del tema,
independiente de la teoria de la relatividad, en: Paul Mongré, Das Chaos in
kosmischer Auslese, 1898.
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diversos sistemas de estratos puede pretender tener la prerrogati-
va de representar el lapso objetivo de tiempo?®.

Esta inferencia ha sido sefialada por algunos autores filosofi-
cos, si bien por un nimero sorprendentemente escaso, pero no
ha permanecido incontestada. Y, en realidad, se puede objetar al
argumento en la forma en que lo acabamos de presentar que la
equivalencia completa de todos los observadores aunque se
muevan con velocidades diferentes (pero uniformes), que es el
punto esencial en €él, solo subsiste en el esquema abstracto del
espacio-tiempo de la teoria de la relatividad especial y en ciertos
universos vacios de la teoria de la relatividad generalizada. Pero
la existencia de materia, asi como el tipo particular de curvatura
del espacio-tiempo producida por ella, destruyen en gran parte
la equivalencia de los diferentes observadores® y permiten
distinguir a algunos especialmente, a saber, a aquellos cuya
nocion del tiempo concuerda con el movimiento medio de la
materia’. Ahora bien, en todas las soluciones cosmoldgicas de

5 Podria objetarse que este argumento solo muestra que un lapso de tiempo
es algo relativo, lo cual no excluye gue sea algo objetivo; en cambio, los idealistas
sostienen que es algo meramente imaginado. Sin embargo, un lapso relativo de
tiempo, suponiendo que se le pueda dar un sentido a esta expresion, seria
ciertamente algo enteramente distinto del lapso de tiempo en el sentido corriente,
el cual significa un cambio en lo que existe. El concepto de existencia, no
obstante, no puede relativizarse sin que se destruya completamente su sentido.
También podria objetarse que el argumento considerado s6lo muestra que el
tiempo transcurre de modos distintos para distintos observadores, mientras que
el transcurso del tiempo en si mismo, en cambio, puede ser una propiedad
intrinseca (absoluta) del tiempo o de la realidad. Pero un lapso de tiempo que no
sea un lapso en algin sentido definido me parece tan absurdo como un objeto
coloreado que no tenga colores definidos. Pero incluso si una cosa semejante
fuera concebible, seria también algo totalmente distinto de la idea intuitiva de
lapso de tiempo, a la que se refiere la afirmacion idealista.

6 Naturalmente, de acuerdo con la teoria de la relatividad, todos los
observadores son equivalentes en la medida en que las leyes del movimiento y de
la interaccion de materia y campo son las mismas para todos ellos. Pero esto no
excluye que la estructura del universo (es decir, la verdadera estructuracion de
materia, movimiento y campo) pueda ofrecer aspectos muy distintos a observa-
dores distintos, y que a algunos de ellos les puede ofrecer un aspecto mas
«natural» y a otros uno distorsionado. Dicho sea de paso, el observador no juega
ningn papel esencial en estas consideraciones. El punto basico, naturalmente, es
que ¢l universo en si mismo tiene ciertas direcciones distinguidas, que definen
directamente ciertos tiempos locales distinguidos.

7 El valor del movimiento medio de la materia puede depender esencialmente
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las ecuaciones gravitatorias (es decir, en todos los universos
posibles) que se conocen hasta el presente los tiempos locales de
todos estos observadores encajan en un solo tiempo universal, de
modo que, por lo que parece, resulta posible considerar este
tiempo como el «verdadero», que dura objetivamente, mientras
que las discrepancias en los resultados de las medidas de otros
observadores respecto de este tiempo pueden considerarse como
debidas a la influencia que ejerce un movimiento relativo con
respecto al estado medio del movimiento de la materia sobre los
procesos de medicidn y sobre los procesos fisicos en general.

Partiendo de esta situacion, y teniendo en cuenta el hecho de
que algunas de las soluciones cosmologicas conocidas parecen
representar nuestro mundo correctamente, James Jeans ha
sacado la conclusion® de que no hay razén para abandonar la
idea intuitiva de que hay un tiempo absoluto que dura objetiva-
mente. No creo que la situacion justifique esta conclusion y baso
mi opinién principalmente® en los siguientes hechos y considera-
ciones:

Existen soluciones cosmoldgicas de tipo distinto!® a las

del tamaifio de las regiones sobre las que se toma la media. Lo que puede
denominarse el «movimiento medio verdadero» se obtiene tomando regiones lo
bastante extensas como para que un aumento ulterior de su tamafio ya no
cambie esencialmente el valor obtenido. En nuestro universo, esto es el caso para
regiones que incluyen muchos sistemas galacticos. Naturalmente, no tiene por
qué existir necesariamente un movimiento medio verdadero en este sentido.

8 Véase Man and the Universe, Sir Halley Stewart Lecture (1935), 22-23.

Y Otra circunstancia que invalida el argumento de Jeans es que el procedi-
miento descrito sélo proporciona una definicion aproximada de un tiempo
absoluto. No cabe duda de que es posible afinar el procedimiento hasta obtener
una definicién precisa, pero quiza sélo a base de introducir elementos mas o
menos arbitrarios (tales como, por ejemplo, el tamafio de las regiones o la
funcién peso que hay que utilizar en el cdlculo del movimiento medio de la
materia). Es dudoso que exista una definiciéon precisa cuyos méritos fueran lo
bastante grandes como para que hubiera razon suficiente para considerar el
tiempo asi obtenido exactamente como el verdadero.

0 La propiedad fisica mas notable que distingue estas soluciones de las que
se conocen hasta el presente es que en ellas se da en todos los puntos una
rotacion de la brujula de inercia relativamente a la materia, lo cual significaria en
nuestro universo una rotacion relativa a la totalidad de los sistemas galécticos.
Es apropiado, por lo tanto, llamar a estos universos «universos rotatorios». En
las consideraciones que siguen me refiero a un tipo particular de universos en
rotacion, que poseen las propiedades adicionales de ser estdticos, espacialmente
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conocidas hasta el presente, a las que no se puede aplicar el
procedimiento antes mencionado de definir un tiempo absoluto,
porque los tiempos locales de los observadores especiales usados
antes no pueden encajar en un Udnico tiempo universal. Ni
tampoco puede existir para ellos otro procedimiento que cum-
pliese este propdsito; es decir, estos universos poseen tales
propiedades de simetria que, para cada concepto posible de
simultaneidad y sucesion, existen otros que no pueden distin-
guirse de €l por ninguna propiedad intrinseca, sino sélo por
referencia a objetos individuales, tales como, por ejemplo, un
sistema galactico particular.

En consecuencia, la inferencia hecha al principio sobre la no-
objetividad del cambio se aplica sin duda al menos a estos
universos. Ademas, resulta que las condiciones temporales de
estos universos (al menos aquellas a las que nos hemos referido
al final de la nota 10) muestran otras caracteristicas sorprenden-
tes, que refuerzan el punto de vista idealista. En efecto, si en
estos universos hacemos un viaje de ida y vuelta en un cohete
sobre una curva suficientemente amplia, es posible viajar a
cualquier region del pasado, presente y futuro, y volver, exacta-
mente del mismo modo como en otros universos es posible
viajar a regiones distantes del espacio.

Esta situacion parece implicar un absurdo. Pues le permite a
uno viajar, por ejemplo, al pasado reciente de los lugares en los
que ¢l mismo ha vivido. Alli encontraria una persona que seria
uno mismo en un periodo anterior de su vida. Entonces podria
hacerle algo a esa persona que él sabe, por su memoria, que no le
ha ocurrido. Estas contradicciones y otras similares, no obstante,
para que prueben la imposibilidad de los universos en considera-
cion presuponen que es realmente practicable el viaje de uno
mismo a su pasado. Pero las velocidades que serian necesarias
para completar el viaje en un lapso razonable de tiempo!!

homogéneos y de tener una constante cosmologica <0. Para la representacién
matematica de estas soluciones, véase mi articulo de proxima publicacién en la
Rev. Mod. Phys. [[pag. 365 del presente libro]].

11 Si basamos el calculo en una densidad media de materia igual a la que se
observa en nuestro universo y admitimos que fuéramos capaces de transformar
la materia completamente en energia, el peso del «combustible» del cohete
requerido para completar el viaje en t afios (tiempo medido por el cosmonauta)
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superan en mucho cualquier magnitud que pueda esperarse
nunca que llegue a ser una posibilidad practica. Por lo tanto, no
puede excluirse a priori, sobre la base del argumento dado, que
la estructura del espacio-tiempo del mundo real sea del tipo
descrito.

En cuanto a las conclusiones que podrian sacarse de la
situacion descrita para la cuestion que se considera en este
articulo, el punto decisivo es éste: que para cualquier definicion
posible de un tiempo universal, podriamos viajar a regiones del
universo que son pasadas de acuerdo con esa definicion’?. Esto
muestra nuevamente que en estos universos perderia toda
justificacion admitir un lapso objetivo de tiempo. Pues, sea cual
sea el modo en que se suponga que el tiempo transcurre,
existiran siempre observadores posibles, a cuya experiencia del
lapso de tiempo transcurrido no corresponda ningun lapso
objetivo (en particular también, observadores posibles cuya
existencia entera no serd objetivamente simultanea). Pero si la
experiencia del lapso de tiempo transcurrido puede existir sin un
lapso de tiempo objetivo, no puede darse ninguna razén por la
que haya que admitir un lapso objetivo de tiempo en absoluto.

Sin embargo, podemos preguntar: ;de qué nos sirve que tales
condiciones se den en ciertos universos posibles? ;Tiene esto
alguna consecuencia para la cuestion que nos interesa, a saber, la
de si en nuestro universo existe un lapso objetivo de tiempo?
Creo que si. En efecto, (1) ciertamente es dificil imaginar que
nuestro universo puede representarse por el tipo particular de
soluciones de rotacion a las que nos hemos referido antes
(porque estas soluciones son estaticas y, por lo tanto, no
proporcionan ningun desplazamiento hacia el rojo para los
objetos distantes); sin embargo, también existen soluciones de
rotacion para universos en expansion. En tales universos puede

I E— 10?2
tendria que ser del orden de magnitud de —— veces ¢l peso de la nave

t2

(suponiendo que ¢l regreso también se efectuara por retroceso). Esta evaluacion
se aplica a t < <10”. Sea cual sea el valor de ¢, la velocidad de la nave debe ser al
menos 1/,/2 veces la velocidad de la luz.

12 A este fin serian suficientes velocidades incomparablemente menores. Bajo
los supuestos hechos en la nota 11, el peso del combustible tendria que ser a lo
sumo del mismo orden de magnitud que el peso de la nave.
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que tampoco exista un tiempo absoluto!?, y no es imposible que
nuestro universo sea de este tipo. (2) El mero hecho de la
compatibilidad con las leyes de la naturaleza'* de los universos
en los que no se puede distinguir un tiempo absoluto y, por
tanto, en los que no puede existir un lapso objetivo de tiempo,
arroja algo de luz sobre el significado del tiempo también en los
universos en los que se puede definir un tiempo absoluto. Pues si
alguien afirma que este tiempo absoluto estd transcurriendo,
debe aceptar como consecuencia que la existencia o inexistencia
de un lapso objetivo de tiempo (es decir, la existencia o
inexistencia de un tiempo en el sentido corriente del término)
depende del modo particular en que la materia y su movimiento
estan distribuidos en el universo. Esto no es una contradiccion
directa; no obstante, es dificil considerar como satisfactoria una
concepcion filosofica que lleve a tales consecuencias.

13 Al menos si se exige que las experiencias sucesivas de un observador no
deberian ser nunca simultdneas en el tiempo absoluto o (lo que es equivalente)
que el tiempo absoluto deberia concordar en direccion con los tiempos de todos
los observadores posibles. Sin esta condicidn, existe siempre un tiempo absoluto
en un universo en expansion (y homogéneo). Siempre que hablo de tiempo
«absolutoy, esto siempre hay que entenderlo, naturalmente, con la restriccion
que hemos explicado en la nota 9, que también se aplica a otras definiciones
posibles de un tiempo absoluto.

14 La solucion considerada antes solo prueba la compatibilidad con la forma
general de las ecuaciones de campo en que se deja abierto ¢l valor de la constante
cosmolodgica; no obstante, este valor, que hasta el presente no se conoce con
seguridad, forma parte evidentemente de las leyes de la naturaleza. Pero otras
soluciones de rotacion puede que hagan el resultado independiente del valor de
la constante cosmologica (o, mejor dicho, de su anulacién o no-anulacion y de su
signo, dado que su valor numérico no es relevante para este problema). En
cualquier caso, primero habria que responder a estas cuestiones en un sentido
no-favorable antes de que pudiéramos pensar en sacar una conclusién como la
de Jeans que hemos mencionado antes. Nota afiadida el 2 de septiembre de 1949:
con posterioridad he hallado que, para cualquier valor de la constante cosmold-
gica, existen efectivamente soluciones en las que no hay un tiempo universal que
satisfaga la condicion de la nota 13. K. G.



Introduccién a:
Universos rotatorios en la teoria general
de la relatividad

En «Un ejemplo de un nuevo tipo de soluciones cosmoldgi-
cas a las ecuaciones einsteinianas del campo gravitatorio»,
Godel habia presentado soluciones que determinaban un mode-
lo de universo rotatorio, infinito y estacionario, con lineas
cerradas de tipo temporal. Evidentemente, el caracter estaciona-
rio de ese universo posible lo hacia incompatible con nuestro
universo real, que es un universo en expansion. Ya en su
contribucion al volumen Albert Einstein, Philosopher-Scientist
habia indicado Go&del que existen otras soluciones que determi-
nan universos rotatorios no estaticos, sino en expansion.

En su comunicaciéon «Universos rotatorios en la teoria
general de la relatividad» al Congreso internacional de matema-
ticos celebrado en Cambridge (Massachusetts) en 1950, Godel
presentd una amplia gama de soluciones de las ecuaciones-del
campo gravitatorio, que determinan diversos universos posibles,
todos ellos rotatorios, espacialmente homogéneos y finitos. En
estos nuevos modelos rotatorios la existencia o no existencia de
lineas cerradas de tipo temporal depende de la rotacion. Si la
velocidad lineal maxima provocada por la rotacion no excede c,
tales lineas cerradas no pueden existir.

Esta comunicacion se limita a indicar los resultados alcanza-
dos por Godel en su estudio de los universos rotatorios, sin

394



Universos rotatorios en la teoria general de la relatividad 395

proporcionar las pruebas de tales resultados. Aparecié bajo el
titulo Rotating universes in general relativity theory (Universos
rotatorios en la teoria general de la relatividad) en los Procee-
dings of the 11th International Congress of Mathematicians in
Cambridge, Massachusetts 1950, I, American Mathematical So-
ciety (Providence 1952), pags. 175-181.

M.



UNIVERSOS ROTATORIOS
EN LA TEORIA GENERAL
DE LA RELATIVIDAD

En esta conferencia me dispongo a exponer los principales
resultados (en su mayor parte sin prueba) a que me han
conducido hasta ahora mis investigaciones sobre universos
rotatorios.

1. Definicion del tipo de soluciones rotacionales a considerar.

Parto de las ecuaciones de campo relativistas!:
1
(1 Ry *igikR=’Ek"/19ik

y de los siguientes supuestos:

1) La velocidad relativa de masas (es decir, sistemas gal4cti-
cos) cercanas entre si es pequeiia comparada con c.

2) No interviene ningun otro tipo de fuerza aparte de la
gravitacion.
Bajo estos supuestos, T;, toma la forma:

(2) Tix = pvivy,

! Aqui estoy suponiendo que se introducen unidades de medida tales que
resulta c=1, 8 nx/c? =1.

396
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donde:
(3) p>0,
4 gikUiUk =1,

y, naturalmente:
5) la signatura de g;, es +2.

La velocidad angular local de la materia relativa a la brujula
de la inercia puede representarse mediante el siguiente vector w
(el cual siempre serd ortogonal a v):
Siklm

(6) @ gy Mm

donde el tensor simétrico oblicuo a,,, viene definido por:
v ov o ovy
(7) akl =Uk<“—hl__r'n‘ +v . = +
" 0Xy 0, "\ox, 0x,
Ov, Oy
Ol — —=—).
"\0x;, Oxy
Que w representa la velocidad angular relativa al alcance de
la inercia puede verse como sigue: en un sistema de coordenadas
que, en su origen, es geodésico y normal, y en cuyo origen la

materia esta en reposo (es decir, para el cual se cumple en 0: dg;;/
0%,=0, gy =i, v* =1, v' =0 para i#4)?, se obtiene para o' en O:

\ 1[0 ey _1(0 (*)
@® ) dx, Ox3) 2\0x, \W*
o [v?
—a F , etc.

2 Un sistema de coordenadas que cumpla las dos primeras condiciones puede
llamarse apropiadamente un «sistema inercial local».
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9) w*=0.

En un sistema de coordenadas tal, no obstante, dado que un
desplazamiento paralelo (en el origen) implica la constancia de
sus componentes, la velocidad angular relativa al alcance de la
inercia, en 0, viene dada por las mismas expresiones que en la
fisica newtoniana, es decir, los miembros de la derecha de (8) son
sus componentes. Evidentemente, w es el unico vector cuyos tres
primeros componentes, en los sistemas de coordenadas particulares
que hemos definido, coinciden con la velocidad angular calculada
como si fuera en la fisica newtoniana y cuyo cuarto componente
es 0.

Cualquier 4-espacio de Riemann con ciertas p, v; definidas en
€l, que satisfaga en todos los puntos las condiciones (1)-(5) y no
permita ninguna extension libre de singularidades, y para el cual,
ademas, w sea continuo y #0 en cualquier punto, representa un
universo en rotaciéon. Sin embargo, en lo que sigue me voy a
ocupar principalmente de soluciones que satisfacen los tres
postulados adicionales siguientes (sugeridos tanto por la obser-
vacion como por la teoria):

I. La solucion tiene que ser homogénea en el espacio (es
decir, para dos lineas-universo de materia cualesquiera I, m, debe
existir una transformacion de la solucién sobre si misma que
transporta [ sobre m).

II. El espacio debe ser finito (es decir, el espacio topologico
cuyos puntos son las lineas-universo de materia debe ser cerra-
do, o sea, compacto).

III. p no debe ser una constante.

El postulado III también es indispensable para universos
rotatorios, puesto que puede probarse que un desplazamiento al
rojo tal que, para distancias pequefias, aumente linealmente con la
distancia implica una expansion, tanto si el universo estd en
rotacién como si no.

3 Suponiendo, naturalmente, que las constantes atémicas no varien en el
tiempo y en el espacio o, para ser mas exactos, suponiendo que los nimeros sin
dimensiones definibles en términos de las constantes de la naturaleza (tales como
e?/hc) son los mismos en todas partes.
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En cuanto a la cuestidon de la existencia de soluciones
rotacionales que satisfagan los postulados I, II, III, véase §5.

2. Algunas propiedades generales de estas soluciones

Teniendo en cuenta III, la ecuacién p=const. define un
sistema uniparamétrico de 3-espacios. En los universos rotatorios,
estos 3-espacios de densidad constante no pueden ser ortogonales a
las lineas-universo de materia. Esto se desprende inmediatamente
del hecho de que g, =0 es la condicién necesaria y suficiente
para la existencia de cualquier sistema de 3-espacios ortogonal a
un cuerpo v de vectores.

La inclinacion de las lineas-universo de materia con respecto
a los espacios de densidad constante proporciona un criterio
observacional necesario y suficiente para la rotacion de un
universo en expansion espacialmente homogéneo y finito: a saber,
para distancias suficientemente grandes, tiene que haber mds
galaxias en una mitad del cielo que en la otra mitad.

En primera aproximacion, es decir, para soluciones que
difieren poco de una que sea espacialmente isdtropa, la magni-
tud de este efecto viene dada por el teorema siguiente: si Ny, N,
son el numero de galaxias en los dos hemisferios en los que se
puede descomponer una esfera espacial* de radio r (pequefio
comparado con el radio universal R) mediante un plano ortogonal a
w, entonces:

IN;1 —N,| 9 |orRh
N,+N, 8 & °

(10)

donde h es la constante de Hubble (=R/R).

Para valores plausibles de las constantes (en que el valor
aproximado de w se deriva a partir de la velocidad de rotacion

de las galaxias®), este efecto es extremadamente pequefio. Pero la

* Es decir, una situada en un 3-espacio ortogonal a v en el punto consi-
derado.

5 Véase mi articulo en Reviews of Modern Physics, vol. 21 (1949), p. 450.
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incertidumbre en nuestro conocimiento de las constantes es
demasiado grande para que podamos sacar cualquier conclusion
definitiva.

El grupo de transformaciones que existe debido a I transpor-
ta evidentemente cada uno de los espacios p=const. sobre si
mismo, y por lo tanto (si excluimos el caso de isotropia) soélo
puede tener 3 6 4 parametros®. El nimero 4 (es decir, el caso de
simetria rotacional) tampoco puede darse. No existen universos
rotatorios rotacionalmente simétricos que satisfagan las condicio-
nes enunciadas en §17. La Ginica simetria alrededor de un punto
que puede darse es la de una rotacién de magnitud n. A este caso
nos referiremos como caso simétrico.

En cualquier caso, el grupo de transformaciones ha de ser
triparamétrico. Dado que, ademas, debido a I1, debe ser compac-
to, y dado que (como puede mostrarse facilmente) no puede ser
conmutativo en universos rotatorios®, se sigue que el grupo de
transformaciones de cualquier solucion rotacional del tipo caracte-
rizado en §1 debe ser isomorfa (como grupo de transformaciones)
con las traslaciones derechas (o las izquierdas) de un 3-espacio de
curvatura positiva constante, o con esas traslaciones mds ciertas
rotaciones de dngulo n. De ahi que también la conexion topologi-
ca del espacio debe ser la de un 3-espacio esférico o eliptico.

La métrica g;, puede descomponerse (relativamente a las
lineas-universo de materia) en una métrica espacial g;; y una
métrica temporal g;, definiendo la distancia espacial entre dos
puntos P, P, de un entorno como la distancia ortogonal entre
dos lineas-universo de materia que pasan por Py, P,, y la
distancia temporal como la proyeccidon ortogonal de P, P, sobre
una de estas dos lineas. Es evidente que esta descomposicion es
exactamente la que se verifica (a pequefia escala) para observa-
dores que se muevan a lo largo de las lineas-universo de materia.

Tiene las siguientes propiedades:

% En cada espacio p=const. existe una métrica definida positiva que es
transportada sobre si misma, a saber, la métrica h;, definida mas abajo.

7 Esto es valido incluso con independencia del postulado II (la finitud del
espacio).

8 La razon es que el rot de un cuerpo vectorial que es invariante bajo un
grupo conmutativo transitivo se anula idénticamente.
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(i) Jix= —Uilk, Gix = Jix T 0l
Det(g;,) = Det(g;) =0.

Si el sistema de coordenadas se escoge de tal modo que las
lineas-x, sean las lineas-universo de materia y la coordenada-x,
mida la longitud de estas lineas, g;; toma la forma:

hi 0“

(12) Jik = 0 0

(donde h;;, es positivo definido) y la constante de Hubble resulta
ser en la direccion espacial dx; (ortogonal a v), segun la medicion
hecha por un observador que se mueve junto con la materia,
igual a:

1 hydxidx" . Ohy,
~ T8 ET donde by = ok
2 hydxidxte CONC M=o

La superficie h;,x;x,=1 en el subespacio tridimensional,
ortogonal a v, del espacio tangente, puede denominarse la
elipsoide de la expansion o, mas generalmente, la forma cuadra-
tica de la expansion.

El teorema sobre la inexistencia de soluciones simétricas ro-
tacionales®, bajo la hipétesis adicional de que el universo no con-
tiene ninguna linea tipo tiempo cerrada (véase §3), puede exten-
derse hasta el enunciado de que la forma cuadrdtica de la
expansion no puede ser rotacionalmente simétrica alrededor de w
en ningun instante del tiempo. En particular, nunca podra ser una
esfera, es decir, la expansion estd necesariamente asociada a una
deformacion. Esto incluso es valido para todas las soluciones que
satisfacen I-III y proporciona otra propiedad directamente
observable de los universos en rotacion de este tipo.

Ademas, la asimetria de la expansion alrededor de w abre la
posibilidad de una explicacion de la estructura espiral de las

° Este teorema hace muy plausible que no existan soluciones espacialmente
homogéneas, rotacionales y en expansion, en las cuales la elipsoide de la
expansion sea en forma permanente rotacionalmente simétrica alrededor de w.
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galaxias. En efecto, si se forma una condensacion bajo esas
circunstancias, lo mds probable es que se transforme en un
cuerpo oblongo en rotacién alrededor de uno de sus ejes
menores; y, en el transcurso del tiempo, debido a que las partes
externas poseeran una rotacién mas lenta, un cuerpo asi se
curvara en una espiral. Falta por ver si una elaboracion
cuantitativa de esta teoria sobre la formacion de espirales llevara
a un acuerdo con la observacion.

3. Rotacion y métrica temporal

Las tormulas (6), (7) y (11) muestran que es, en primer lugar,
la métrica temporal (relativa a los observadores que se muevan
junto con la materia) lo que determina el comportamiento del
alcance de la inercia. De hecho, una condicion necesaria y
suficiente para que un universo espacialmente homogéneo esté en
rotacion es que la simultaneidad local de los observadores que se
mueven junto con la materia no sea integrable (es decir, no defina
una simultaneidad global). Esta propiedad de la métrica tempo-
ral de los universos rotatorios se halla estrechamente conectada
con la posibilidad de lineas tipo tiempo cerradas.

Esta (ltima anomalia, no obstante, sdlo ocurre si la veloci-
dad angular sobrepasa un cierto limite. Hablando en términos
inexactos, este limite es el valor de |w| para el cual la velocidad
lineal maxima causada por la rotaciéon resulta ser igual a c; es
decir, es aproximadamente ¢/R si, en el momento considerado, la
métrica espacial en el 3-espacio p=const. no difiere demasiado
de un espacio de curvatura constante 1/R2. La condicién necesa-
ria y suficiente precisa para la inexistencia de lineas de tipo tiempo
cerradas (suponiendo que la variedad uniparamétrica de los
espacios p=const. no sea cerrada) es que la métrica en los
espacios de densidad constante sea de tipo espacio'®. Esto es
valido para las soluciones que satisfacen todas las condiciones
enunciadas en §1.

10 Esta condicién, asimismo, significa que en el limite que separa ambos
casos, la velocidad lineal causada por la rotacién deviene igual a ¢, si por tal
velocidad lineal se entiende la velocidad de la materia relativa a las ortogonales a
los espacios de densidad constante.
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Para estas soluciones, asimismo, la inexistencia de lineas de
tipo tiempo cerradas es equivalente a la existencia de un «tiempo
universal», donde por tiempo universal nos referimos a la
asignacion de un numero real f a cada punto del espacio-tiempo,
con la propiedad de que ¢ siempre aumenta si uno se mueve a lo
largo de una linea de tipo tiempo en su direccion positiva'l. Si,
ademas, cualesquiera dos 3-espacios de simultaneidad son equi-
distantes y la diferencia de t es su distancia, se lo puede llamar
un tiempo universal métrico. Si los espacios de densidad constan-
te son de tipo espacio, puede definirse un tiempo universal
métrico tomando estos 3-espacios como espacios de simultanei-
dad. Evidentemente (aparte de transformaciones T=f(t)), éste es
el Unico tiempo universal invariante bajo el grupo de transfor-
maciones de la solucion.

4. Comportamiento de la velocidad angular en el curso
de la expansion

Tanto si los postulados I-III se satisfacen como si no, el
camino temporal de w se describe mediante el siguiente teorema:
en un sistema de coordenadas en el que las lineas-x, son las lineas-
universo de materia, g, = — 1 en todos los puntos, y ademds, g,
=0 (para i+4) sobre el eje X4, se obtiene a lo largo de todo el ¢je
X4

(13) o'(—g)'? = 'h'? =const. (i=1, 2, 3).

~ La prueba puede darse en pocas lineas: es evidente que =1,
v'=0 (para i#+4) en todos los puntos; por lo tanto, v;=g;. Al
introducir estos valores de v; en (7), se obtiene sobre X,:

0 4u;
(14) Qypy = ook —

PR a123 =0.
6xi axk

Pero dg,;/0x, =0 (porque las lineas-x, son geodésicas y g, =
—1). De donde, por (14), day,,,/0x, =0 sobre X,. De ahi que por
(6) también d(w'(-g)'?2)/dx, =0 sobre X,.

Y1 Un vector tipo tiempo es positivo si estd contenido en la misma mitad del
cono de luz que el vector v.
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La ecuacidn (13) significa dos cosas:

A) Que el vector w (o, para ser mas exactos, las lineas [,
cuya tangente tiene en todos los puntos la direccion de w)
conecta permanentemente las mismas particulas entre si.

B) Que el valor absoluto |w| aumenta o disminuye en
proporcion a la contraccion o expansion de la materia ortogonal
a w, donde esa contraccién o expansion se mide por el drea de la
interseccion de un cilindro espacial infinitesimal* alrededor de [,
(que incluye permanentemente las mismas particulas) con una
superficie ortogonal a I,.

Dado que en la prueba de (13) no se usé nada mas que el
hecho de que las lineas-universo de materia son geodésicas (y en
particular no se us6 la homogeneidad del espacio), (13), y por lo
tanto A), B) también describen el comportamiento de la veloci-
dad angular si las condensaciones se forman bajo la influencia de
la gravitacion'?; es decir, |w| bajo estas circunstancias aumenta
segiin 1a misma ley que la de la mecanica newtoniana.

La direccion de w, incluso en un universo homogéneo, no
tiene por qué desplazarse paralelamente a si misma a lo largo de
las lineas-universo de materia. La condicion necesaria y suficiente
para que se desplace paralelamente en un instante determinado es
que coincida con uno de los ejes principales de la forma cuadratica
de la expansion. Pues si P y Q son dos particulas de un entorno
conectadas por w, entonces, so6lo bajo la condicion que acaba-
mos de formular, la direccion PQ en el instante dado, se hallara
en reposo relativamente al alcance de la inercia (para ver esto
basta introducir el sistema inercial local definido en §1 (véase
nota 2) y argumentar entonces exactamente igual que en la fisi-
ca newtoniana). Sin embargo, como (por A) la direccion de w
coincide permanentemente con la direccion de PQ, la misma
condiciéon se aplica a la direccion de w. No obstante, esta
condicion, en general, no se satisface (solo se satisface siempre en
el caso simétrico).

El hecho de que la direccion de w no tiene por qué
desplazarse paralelamente a si misma puede ser la razén que

12 Naturalmente, solo en la medida en que la presion gaseosa y de radiacién
permanezcan lo bastante pequefias como para que sean despreciables.
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explique la distribucion irregular de las direcciones de los ejes de
rotacion de las galaxias (la cual, a primera vista, parece contra-
decir una explicacion de la rotacién de las galaxias a partir de
-una rotacion del universo). Pues si el eje de rotacion del universo
no se desplaza paralelamente, la direccion del momento angular
de una galaxia dependera del momento en que se formo.

5. Teoremas de existencia

Puede probarse que, para cualquier valor de J. (incluyendo 0),
existen c0® soluciones rotacionales que satisfacen todas las condi-
ciones enunciadas en §1. Lo mismo vale si, ademds, se exige que
exista un tiempo universal (o que no exista). El valor de la
velocidad angular es completamente arbitrario, incluso si p y el
radio medio del universo (en el instante considerado) estan
dados. En particular, existen soluciones rotacionales con 1=0
que difieren arbitrariamente poco de la solucion espacialmente
isétropa con A=0.

Asi pues, surge el problema de distinguir, por medio de
propiedades de simetria o simplicidad, determinadas soluciones
dentro de la vasta variedad de soluciones. Por ejemplo, se puede
tratar de exigir que el universo se expanda a partir de un punto y
se contraiga hacia un punto.

6. Meétodo de prueba

El método de prueba, por medio del cual se obtuvieron los
resultados dados mas arriba, esta basado en el postulado I de § 1.
Este postulado implica que todas las lineas-universo de materia
(y todas las ortogonales a los espacios de densidad constante)
son equivalentes entre si. Es, por tanto, suficiente limitar la
consideracion a una de tales lineas-universo (o a una de tales
ortogonales). Esto reduce el problema a un sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias.

Ademas, este sistema de ecuaciones diferenciales puede
derivarse de un principio hamiltoniano, es decir, es un problema
de mecanica analitica, con un ndmero finito de grados de
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libertad. Las ecuaciones de la teoria de la relatividad, no
obstante, asignan valores definidos a las integrales de la energia
y ¢l momento, de modo que el problema relativista es un poco
mas especial que el problema correspondiente de la mecanica
analitica.

Por medio de las integrales del momento, el caso simétrico
puede reducirse a un problema con tres grados de libertad (g;,
d2, g3), cuya funcion lagrangiana es como sigue:

didu 2
(15) Y = 2 Z g—{2a) |+
i<k gl gk i
V? } 2 ( Vz>1/z
] +2{1+—)
91(9, ‘“93)2 g g1

donde g=g,9,95 v V es una constante que determina la
velocidad de rotacion. El caso general puede reducirse a un
sistema de ecuaciones diferenciales de octavo orden.

7. Soluciones rotacionales estacionarias

Puede sospecharse que las soluciones particulares deseadas
(véase §5 mas arriba) tendran una relacion estrecha con las
soluciones homogéneas estacionarias, y es interesante, por lo
tanto, investigar éstas también. Por solucion homogénea estacio-
naria entendemos una cuyo grupo, para dos puntos cualesquiera
P, Q de todo el 4-espacio, contiene transformaciones que
trasladan P sobre Q.

Todas estas soluciones pueden determinarse y expresarse
mediante funciones elementales. Asi se obtienen los resultados
siguientes:

1. No existen soluciones homogéneas estacionarias con A=0.

2. Existen soluciones homogéneas estacionarias en rotacion,
con un espacio finito, sin ninguna linea tipo tiempo cerrada y con
A>0; en particular, también soluciones tales que difieren arbitra-
riamente poco del universo estatico de Einstein.

Sin embargo, las lineas-universo de materia de estas solucm-
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nes no son equidistantes: la rotacion relativa a la brujula de la
inercia de particulas de materia en un entorno, una alrededor de
la otra, no se da en circulos, sino en elipses (0, para ser mas
exactos, en elipses en rotacion).



Introduccion a:
Sobre una ampliacion todavia
no utilizada del punto de vista finitario

Ya desde el momento mismo en que probd la imposibilidad
de llevar a cabo el programa de Hilbert, Godel trato de ofrecer
alguna salida a los formalistas, al menos en lo que respecta a la
prueba de consistencia de la matematica clasica y, en especial, de
la aritmética clasica. Hilbert habia pretendido que dicha prueba
se realizase por métodos finitarios. Pero los métodos finitarios en
que pensaba Hilbert eran aritméticos y combinatorios elementa-
les y, como tales, formalizables en los sistemas formales cuya
consistencia se pretendia probar con ellos, por lo que dicha
prueba resultaria imposible, por el teorema sobre la consistencia
de Godel. Ya en su articulo «Sobre sentencias formalmente
indecidibles de Principia Mathematica y sistemas afines» Godel
comentaba que quizd fuera posible encontrar métodos de prueba
finitarios en algin sentido, pero no formalizables en el sistema
formal correspondiente.

En 1958 Godel volvid a indicar la necesidad de ampliar el
punto de vista finitario de Hilbert con principios de inferencia
mas abstractos, aunque también constructivos, si se queria
lograr una prueba de consistencia de la aritmética clasica. Y esta
vez Godel ofrecié una tal ampliacion y, basada en ella, una
posibilidad de probar la consistencia de la aritmética clasica.

408
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Ya Gentzen habia probado en 1936 la consistencia de la
aritmética clasica mediante un razonamiento por induccion
transfinita sobre todos los ordinales menores que ¢,, donde g, es
el limite de la sucesion w, ©?, ), etc., donde w es el conjunto de
los numeros ordinales finitos (es decir, de los numeros naturales).
(Hasta qué punto es una tal prueba intuitiva o aceptable desde
un punto de vista finitario o constructivo?

Godel ofrecié en 1958 una prueba de consistencia de la
aritmética intuicionista (y, de rebote, también de la aritmética
clasica, pues ya en 1932 —en «sobre la teoria de numeros y la
aritmética intuicionistas»— habia mostrado la equivalencia de
ambas). Esta prueba se basaba en eliminar los cuantificadores y
las variables ligadas, pero en admitir objetos (funcionales) de
tipos superiores y operaciones con esos objetos, que podian
llevarse a cabo de un modo intuitivamente claro y que podian
considerarse como una extension del punto de vista finitario.

En concreto, Godel ofrece un sistema formal T muy parecido
a la aritmética recursiva primitiva, formado exclusivamente por
ecuaciones no cuantificadas. La tnica diferencia sustancial
estriba en que aqui las variables y functores no se refieren
solamente a numeros naturales y funciones numéricas, sino a
funcionales computables de cualquier tipo finito.

Godel prueba que para cada féormula ¢@(x, -, x,) de la
aritmética intuicionista puede encontrarse efectivamente otra
formula ¢’ que tenga la forma Jy, .. y, Yz e Zm Y(yy - Vi 21 -

Zms X1 - X,), donde ¥ es una formula sin cuantificadores, y tal
que si ¢ es deducible en la aritmética intuicionista, entonces
Y(O(X15 > Xp)s Z1s -» Zms X1, --» Xp) €8 deducible en T, para una
funcion Q definible en T, que a cada secuencia de argumentos
asigna una secuencia de valores. Este hecho permite indicar a
Gdodel como probar la consistencia de la aritmética intuicionista.
En efecto, si Y/(Q(xy, -, Xy Z15 s Zpms X1, ---» Xp,) NO €s deducible
en T —lo cual puede probarse por consideraciones computacio-
nales en sentido amplio—, entonces tampoco ¢ es deducible en la
aritmética intuicionista y, por tanto, ésta es consistente. Pero,
puesto que la consistencia de la aritmética intuicionista es
equivalente a la de la clasica, también esta Gltima es consistente.

(Qué valor puede darse a una tal prueba de consistencia? Un
valor parecido al de la de Gentzen, que se basaba en la



410 Jesus Mosterin

induccion ordinal transfinita hasta ¢,. En efecto, como el mismo
Godel escribe, «el sistema T tiene la misma fuerza demostrativa
que un sistema de teoria de numeros, en el que se admita
induccion completa sobre todos los nimeros ordinales <gy». De
todos modos, para Godel su proceder tiene la ventaja de una
mayor intuitividad. Otros investigadores, como Tait, Hinata,
Howard y Troelstra® han desarrollado posteriormente la teoria
gbdeliana de los funcionales recursivos primitivos de tipo finito.

El articulo aparecié en 1958 bajo el titulo Uber eine bisher
noch nicht beniitzte Erweiterung des finiten Standpunktes (Sobre
una ampliacion todavia no utilizada del punto de vista finitario),
en la revista Dialectica, nim. 12 (1958), pags. 280-287. Una
traduccion al inglés por W. Hodges y B. Watson ha aparecido en
Journal of Philosophical Logic, 9 (1980), pp. 133-142.

M.

0 véase W.W. Tait [1967]: Intensional interpretations of funtionals of finite
type. S. Hinata [1967]: Calculability of primitive recursive functionals of finite type.
W.A. Howard [1970]): Assignement of ordinals to terms for primitive recursive
Jfunctional of finite type. A. S. Troeslstra [1977]: Aspects of constructive mathe-
matics.



SOBRE UNA AMPLIACION TODAVIA
NO UTILIZADA DEL PUNTO DE VISTA
FINITARIO

P. Bernays ha indicado! en repetidas ocasiones que, en vista
del hecho de la indemostrabilidad de la consistencia de un
sistema formal con medios de prueba mas reducidos que los del
sistema mismo, es necesario —para probar la consistencia de la
matematica clasica e incluso la de la teoria de nimeros clasica—
traspasar el marco de la matematica finitaria en el sentido de
Hilbert. Puesto que la matematica finitaria se define como la
matematica de la evidencia intuitiva®, esto significa (como
también fue explicitamente formulado por Bernays en Lenseigne-
ment mathématique, 34 (1935), pags. 62 y 69) que para probar la
consistencia de la teoria de nimeros necesitamos ciertos concep-
tos abstractos. Aqui hay que entender por conceptos abstractos
(o no-intuitivos) aquellos que son esencialmente de segundo (o
mayor) orden, es decir, que no contienen propiedades y relacio-
nes de objetos concretos (por ejemplo, de combinaciones de
signos), sino que se refieren a construcciones del pensamiento (por
ejemplo, demostraciones, sentencias significativas, etc.) y donde

! Véase, por ejemplo, Entretiens de Ziirich (edit. por F. Gonseth, 1941), pags.
144, 147, ademas: Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematik, vol. 2 (1939), §5;
y Rev. Internat. Phil., nams. 27-28 (1954), fasc. 1-2, pag. 2.

2 Véase la formulacién de Hilbert en (1925): Uber das Unendliche, pags. 171-
173.
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en las pruebas se utilizan intuiciones sobre estas Gltimas que no
se desprenden de las propiedades combinatorias (espacio-tempo-
rales) de las combinaciones de signos que las representa, sino
solamente de su significado.

Aunque carecemos de una prueba rigurosa de la constata-
cion de Bernays, como no podia menos de ocurrir dada la falta
de un concepto preciso de evidencia intuitiva y de evidencia
abstracta, sin embargo apenas pueden caber dudas sobre su
correccion, sobre todo desde que Gentzen probo que todas las
recursiones sobre nimeros ordinales <g, son formalizables en la
teoria de numeros. Pues la validez de la inferencia recursiva para
& no puede en modo alguno hacerse inmediatamente intuitiva,
como puede hacerse para w?, por ejemplo. Mas precisamente
esto significa que carecemos de una vision clara de las diferentes
posibilidades estructurales que puede adoptar una sucesion
descendente y por tanto carecemos también de un conocimiento
intuitivo de la necesidad del acabamiento de cada tal sucesion.
En especial mediante el transito paso a paso de nGmeros
ordinales menores a mayores no podemos obtener tal conoci-
miento intuitivo, sino meramente un conocimiento abstracto con
ayuda de conceptos de orden superior. Esto Gltimo se consigue
mediante el concepto abstracto de la «alcanzabilidad»® definido
en funcidon de la demostrabilidad en cuanto a su contenido de la
validez de un cierto modo de inferencia. En el marco de la
matematica que nos resulta intuitiva tampoco es posible reducir
la inferencia inductiva sobre un numero ordinal suficientemente
grande a una cadena de otras intuiciones. Por el contrario, cada
intento de hacerlo conduce a inducciones de basicamente el
mismo orden. No es posible decidir sin mas si la necesidad de los
conceptos abstractos esta condicionada meramente por la impo-
sibilidad practica de representarse* intuitivamente los hechos

3 Es cierto que W. Ackermann dice en Mathematische Zeitschrift, vol. 53, pag.
407, que «alcanzable» tiene un sentido intuitivo, si entendemos demostrabilidad
como deducibilidad formal seglin ciertas reglas. Pero a esto puede replicarse que
de ese hecho intuitivo sélo con ayuda de conceptos abstractos (o con ayuda de la
induccién transfinita en la metamatematica) se sigue la validez de la inferencia
por induccién transfinita para una propiedad dada. De todos modos el concepto
de «alcanzable» puede ser reemplazado —por lo menos para inducciones hdsta
&~ por conceptos abstractos mds débiles.

4 Obsérvese que una caracterizacion deductivo-tedrica adecuada de una
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combinatoriamente demasiado complicados o si se debe a
razones de principio. En el segundo caso debera ser posible
probar rigurosamente aquella necesidad, una vez precisados los
correspondientes conceptos.

En todo caso la observacion de Bernays nos ensefla a
distinguir dos componentes en la actitud finitaria, a saber, en
primer lugar el elemento constructivo, que consiste en que sélo
se nos permite hablar de objetos matematicos en la medida en
que podamos sefialarlos o producirlos efectivamente mediante
una construccion; y en segundo lugar el elemento especificamen-
te finitista que, ademas de eso, exige que los objetos de los que se
habla, con los que se realizan las construcciones y los que de
ellas resultan, sean «intuitivos», es decir, en ultimo término
configuraciones espacio-temporales de elementos, cuya naturale-
za, excepto en cuanto a igualdad y desigualdad, es irrelevante.
(Por el contrario, en la logica intuicionista esos objetos son
sentencias significativas y demostraciones.)

Es de la segunda exigencia de la que hay que prescindir.
Hasta ahora se ha tenido en cuenta este hecho al afiadir partes
de la teoria de los ordinales y de la logica intuicionista a la
matematica finitaria. En lo que sigue se muestra que para probar
la consistencia de la teoria de nimeros en vez de esos afiadidos
se puede utilizar el concepto de funcién computable de tipo
finito sobre los numeros naturales y ciertos principios de
construccion muy elementales para tales funciones. El concepto
de «funcién computable de tipo t» se precisa del siguiente modo:

evidencia intuitiva idealizada mediante el olvido de ese limite contendra modos
de inferencia que no son intuitivos para nosotros y que muy bien podrian
permitir una reduccion de la inferencia inductiva a la un orden esencialmente
menor. Otra posibilidad de extender el punto de vista finitario inicial, para la que
vale lo mismo, consiste en incluir en la matematica finitaria los conceptos
abstractos que no se refieren mas que a conceptos y objetos finitarios y ademas
lo hacen de un modo combinatoriamente finitario, y en iterar ese proceso. Tales
conceptos son, por ejemplo, los que estan envueltos en la reflexion sobre el
contenido de formalismos finitarios ya construidos. Un formalismo correspon-
diente a esta idea fue desarrollado por G. Kreisel. Véase su conferencia ante el
Congreso internacional de matematicos en Edinburgh, 1958. Obsérvese que en
este tipo de extension del finitarismo el elemento abstracto aparece de una forma
esencialmente mas débil que en el que luego consideraremos o en la logica
intuicionista.
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1. Las funciones computables de tipo 0 son los nimeros
naturales. 2. Si los conceptos de «funcién computable de tipo t,»,
«funcién computable de tipo ¢,», ..., «funcidén computable de tipo
t,» (donde k>1) ya estan definidos, entonces una funcion
computable de tipo (t,, ¢, -, t;) se define como una operacion
siempre ejecutable (y como tal constructivamente reconocible),
que a cada k-tuplo de funciones computables de los tipos t,, t,,
-+, t; asigna una funcién computable de tipo t,. Este concepto®
ha de ser considerado como inmediatamente comprensible®,
suponiendo que los conceptos de «funcidon computable de tipo
t» (i=0, 1, ..., k) ya estén entendidos. Si consideramos el tipo ¢
como variable, obtenemos €l concepto de funcién computable de
tipo t, necesario para la prueba de consistencia.

Como axiomas evidentes, ademas de los axiomas de identi-
dad (también para funciones’), de los axiomas 3.° y 4° de Peano
y de la regla de sustitucion para variables libres, no necesitamos
mas que aquellos que permiten, en primer lugar, definir funcio-
nes por igualacion con un término construido con variables y
constantes previamente definidas y por induccién simple sobre
una variable numeérica, y, en segundo lugar, aplicar la inferencia
por induccidon completa sobre una variable numérica. Esto
significa que los axiomas de este sistema (al que vamos a llamar

5 Se puede dudar de que tengamos una representacion suficientemente clara
del contenido de este concepto, pero no de que los axiomas que luego
indicaremos valgan para él. La misma aparentemente paraddjica situacion se da
también respecto al concepto de prueba correcta en cuanto a su contenido en
que se basa la logica intuicionista. Como muestran las consideraciones siguientes
y la teoria intuicionistamente interpretada de las funciones recursivas, estos dos
conceptos son hasta cierto punto intercambiables como conceptos primitivos.
Hay que tener en cuenta que si el concepto de funcion computable no debe
contener implicitamente el concepto de prueba, entonces la ejecutabilidad de las
operaciones debe ser inmediatamente evidente a partir de la cadena de las
definiciones, como ocurre con todas las funciones del sistema T que maés adelante
presentamos.

¢ Como es bien sabido, A. M. Turing ha dado una definicién del concepto de
una funcién computable de primer orden con ayuda del concepto de una
maquina computadora. Pero si ese concepto no hubiera sido comprensible ya
antes, la pregunta por la adecuacion de la definicion de Turing careceria de
sentido.

7 La identidad entre funciones ha de ser entendida como intensional ¢ por
definicion.
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T) son formalmente casi los mismos® que los de la teoria
recursiva primitiva de nimeros, con la sola diferencia de que las
variables (excepto aquellas a las que se aplica la induccion), asi
como también las constantes definidas, pueden tener un tipo
finito cualquiera sobre los nimeros naturales. Para mayor
simplicidad afiadimos en lo que sigue el calculo conectivo
bivalente, aplicado a ecuaciones, aunque las funciones veritativas
pueden ser reemplazadas por funciones numéricas. No admiti-
mos variables ligadas. El sistema T tiene la misma fuerza
demostrativa que un sistema de teoria recursiva de nimeros, en
el que se admita induccién completa sobre todos los numeros
ordinales <g, (en la representacion usual).

La reduccion de la consistencia de la teoria clasica de
numeros a la del sistema T se realiza con ayuda de la siguiente
interpretacion de la teoria de numeros de Heyting (a la que la
clasica es reducible):

A cada formula ¢ de la teoria de nameros intuicionista’® (la
secuencia de cuyas variables libres se designa mediante Xx)
hacemos corresponder una formula ¢’ que tenga la forma dy Vz
a(y, z, x), donde y y z son secuencias finitas de variables de tipos
cualesquiera y a(y, z, x) una féormula sin cuantificadores en la que
no hay mas variables que las que aparecen en X, y, z. Las
variables de las secuencias x, y, z, que también pueden ser vacias,
son todas ellas distintas entre si. Mediante xy designamos la
secuencia compuesta por x € y en ese orden.

Ademas utilizamos las siguientes notaciones:

1. v, w son secuencias finitas de variables de tipos cunales-
quiera; s, t son variables numéricas; u es una secuencia de
variables numéricas.

2. V es una secuencia de variables, cuyo nimero y tipo

8 En la definicién por igualacion con un término se da una diferencia en la
medida en que una funcién P de tipo superior puede ser también definida
(P(x1%5, =+ X)) (V125 -+ ym)=E. Pero esta diferencia desaparece si sustituimos
las funciones poliarias por funciones monarias del modo indicado por Church.

9 Véase Godel [1932c].

10 1.a teoria de numeros debe formalizarse de tal modo, que en e¢lla no
aparezcan variables sentenciales o predicativas. Los axiomas del célculo conecti-
vo deben entenderse como esquemas de todas sus posibles sustituciones.
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estan determinados por la exigencia de que cada una de ellas
pueda ser aplicada a y como secuencia de argumentos y de que
la secuencia de los valores asi obtenidos (que designamos
mediante V(y)) coincida con v respecto al numero y tipo de sus
miembros.

3. Analogamente, el nimero y tipos de los miembros de la
secuencia de variables Y (0 Z, o Z, respectivamente) estan
determinados por la secuencia de argumentos s (0 yw, o ¥,
respectivamente) y por la secuencia y (o z, o z, respectivamente),
con cuyos tipos han de coincidir los de la secuencia de sus
valores.

Las funciones 0-arias con valores del tipo 7 se identifican con
objetos del tipo 7; las secuencias de variables de un solo
miembro, con variables.
~ La asignacién de ¢’ a ¢ se produce por induccioén por el
numero k de conectores logicos incluidos en ¢. (Las condiciones
que han de tenerse en cuenta para la eleccion de simbolos para
las variables ligadas y la justificacion heuristica de las definicio-
nes se ofrecen después de las formulas.)

1. Para k=0, sea ¢'=¢
I1. Estén ya definidas ¢’ =3yVza(y, z, x) y
y = JoVw B(v, w, u).
Entonces por definicion:
(pAyYy = 3yv Vzw(aly, z, X)AP(v, w, u))
(VY)Y =3yvt Yzw(((t =0Aaly, z, x))V({t=1ABv, w, u)))
(Vs @) =3Y Vsz a(Y(s), z, x)
(3s @) =3sy Vz a(y, z, x)
(p=y) =3VZ Vyw (aly, Z(yw), x)= B(V(y), w, u))
(=) =3Z ¥y —a(y, Z(y), )

A o

s es una variable numérica cualquiera. Antes de aplicar las
reglas 1-5 deben ser cambiadas en caso necesario las variables de
las formulas ¢’ y 7" de tal modo, que todas ellas sean distintas
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entre si y de las variables de las secuencias x, u, asi como de s.
Ademas, las variables de las secuencias t Y, V, Z, Z introducidas
por aplicacion de las reglas 2, 3, 5, 6 deben ser elegidas de tal
modo que sean distintas entre si y de las variables que ya
aparezcan en las formulas correspondientes.

Obsérvese que 6 se sigue de 5, si —p se define como p>0=1.
A 5 se llega identificando (para los casos especiales que se den) la
sentencia IxY(x)>3yx(y) (0 Vyx(y)>Vxi(x), respectivamente)
con la existencia de funciones computables, definidas para todas
las secuencias de argumentos del tipo de la secuencia de
variables x, que a cada ejemplo del antecedente asignan un
ejemplo del consiguiente y a cada contraejemplo del consiguien-
te asignan un contraecjemplo del antecedente.

Desde luego no afirmamos que las definiciones 1-6 reproduz-
can el sentido de las particulas l6gicas introducidas por Brouwer
y Heyting. En qué medida aquéllas puedan reemplazar a éstas es
algo que merece ser investigado. Facilmente se prueba que si ¢
es deducible en el sistema Z de Heyting de teoria de mimeros,
entonces podemos definir funciones Q en T, para las cuales a(Q(x),
z, x) es deducible en T. Pues es facil de comprobar que esta
afirmacion vale para los axiomas de Z y que su correccion se
transmite de las premisas a la conclusion en las aplicaciones de
las reglas de inferencia de Z.

La verificacién resulta especialmente simple, si adoptamos el
siguiente sistema axiomatico de la 16gica intuicionista!!

Axiomas: Talit, Add, Perm, los axiomas duales a éstos para
A, 0=1>p (—p se define mediante p>0=1).

Reglas de inferencia: Modus ponens, regla de sustitucion para
variables numéricas libres, Syll (con dos premisas), Sum, Exp,
Imp, las reglas para afiadir y suprimir un cuantificador universal
en el consiguiente o un cuantificador existencial en el anteceden-
te de un condicional ya deducido.

Para la prueba de consistencia de la teoria de numeros

11 Respecto a estas notaciones, véase Principia Mathematica, 2.° ed., pag. X1I.
Las mismas notaciones se emplean también para las reglas de inferencia
correspondientes a las formulas.
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clasica pueden suprimirse los axiomas y reglas de inferencia que
contengan V o 3. Respecto a todas las reglas que siguen a Sum
resulta que la sentencia que ha de ser deducida en T esencial-
mente es la misma que la ya deducida en virtud de las premisas.

Esta claro que, partiendo de la misma idea basica se pueden
construir sistemas mucho mas fuertes que 7, por ejemplo,
mediante la admision de tipos transfinitos o de los modos de
inferencia utilizados por Brouwer para la prueba del «teorema
del abanico»!?.

12 yéase A. Heyting [1956]: Intuitionism, pag. 42.



Introduccién a:
Posdata a Spector [1962]

Desde los afios cuarenta Godel habia estado trabajando en el
tema de los funcionales computables de orden finito, de los que se
sirvid en su articulo de 1958 «Uber eine noch nicht beniitzte
Erweiterung des finiten Standpunktes» (Sobre una ampliacion
todavia no utilizada del punto de vista finitario) para dar una
prueba en cierto modo constructiva de la consistencia de la
aritmética intuicionista y, por tanto (en vista de Godel [1933¢]),
también de la clasica. Godel pensaba que esos funcionales
constituian una ampliaciéon natural de los métodos finitarios
excesivamente estrechos propugnados en el programa de Hilbert.
Posteriormente Spector extendio la interpretacion godeliana de la
aritmética sobre el dominio de los funcionales al analisis, aunque
la presunta constructibilidad de esa interpretacion de Spector
haya sido bastante discutida. Entre tanto, Spector mismo murio y
su articulo, «Provably. recursive functionals of analysis: A consis-
tency proof of analysis by an extension of principles formulated in
current intuitionistic mathematics» (Funcionales demostrable-
mente recursivos del andlisis: Una prueba de consistencia del
andlisis mediante una extension de principios formulados en la
actual matematica intuicionista), aparecié postumamente en 1962
en J. Dekker (ed.): Recursive Function Theory, Proceedings of
symposia in pure mathematics, vol. 5, American Mathematical
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Society, Providence, pags. 1-27. Godel, que apreciaba mucho a
Spector y que reviso su articulo, le afiadié una posdata (en la pag.
27), que describia las circunstancias en las cuales se habia escrito
el articulo y sefialaba la influencia de G. Kreisel.

J. M.



POSDATA A SPECTOR [1962]

Este notable articulo (Spector [1962]) fue escrito por Clifford
Spector durante su estancia en el Institute for Advanced Study en
1960-61 con el disfrute de una beca de la Office of Naval
Research. Las discusiones que P. Bernays y yo tuvimos con
Spector (véase la nota 1)' tuvieron lugar después de que el
resultado principal (contenido en §10 del articulo) hubiera sido
establecido. ‘Sin embargo, debe mencionarse que, cuando
Spector establecio este resultado, tuvo mucho contacto con
Kreisel. La intencién expresa de Spector era dar a Kreisel una
buena parte de mérito por su aportacion. Originalmente se
plane6 una publicacién conjunta de Spector y Kreisel. Pero este
plan se cambid porque Spector se encargd de la elaboracion y
porque la version de la prueba que iba a ser publicada se debia a
Spector. Por aquel entonces también Spector estaba trabajando
solo en una extension del resultado en la direccion de constructi-
vidad mas estricta y que esperaba incluir en su articulo.

! La nota 1 de Spector [1962] fue escrita por Kreisel, como todas las notas
del articulo, y en ella se afirma: «por el parrafo 3 de la introduccion previa y por
conversaciones con Spector sé que él valoraba mucho sus discusiones con P.
Bernays y K. Gddel sobre el tema del presente articulo».
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Introduccion a:

Suplemento a la segunda edicion
[de «;Qué es el problema

del continuo de Cantor?»]

Cuando P. Benacerraf y H. Putnam solicitaron permiso para
incluir en su antologia [ 1964] el articulo «;Qué es el problema del
continuo de Cantor?», Godel no solo se lo dio, sino que en 1963
escribié un suplemento y, a Gltima hora, incluso una posdata al
suplemento. En el suplemento Godel da cuenta de algunos
avances realizados en teoria de conjuntos desde la publicacion
original del articulo, en 1947, hasta 1963. Ademas, y sobre todo,
replica a los criticos de su filosofia de las matematicas, reafirman-
do vigorosamente un platonismo extremo, que equipara la
intuicion matemadtica a la percepcion sensible, y la cuestion de la
existencia de las entidades matematicas a la de la existencia del
mundo externo. En especial se opone a la opinion de que, si se
probase la independencia de la hipétesis del continuo respecto de
los axiomas usuales de la teoria de conjuntos, entonces el
problema de la verdad de la hipotesis del continuo se disolveria,
como paséd con el problema de la verdad del postulado de las
paralelas, una vez probada su independencia de los otros axiomas
de la geometria. Lo mismo que puede hacerse geometria euklidea
y no euklidea, podria hacerse teoria de conjuntos continuista y no
continuista. Segiin Godel, las nociones de la teoria de conjuntos
poseen un significado intuitivo que trasciende las formulaciones
axiomaticas, por lo que hipotesis como la del continuo seguirian
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siendo verdaderas o falsas en funcion de ese significado, aunque
resultaran ser independientes de los axiomas usados. Si se probase
su independencia, ello indicaria que nuestras axiomatizaciones de
la teoria de conjuntos han de ser completadas con nuevos
axiomas verdaderos, que decidan cuestiones tales como la del
continuo. Para buscar y elegir esos axiomas solo tenemos dos
guias: nuestra intuicion matematica y el estudio de las consecuen-
cias (sobre todo en teoria de niimeros) de las diversas propuestas.

Apenas acabada la redaccion de este suplemento, recibid
Godel la noticia de que Paul Cohen habia logrado probar la
independencia de la hipotesis del continuo respecto de los otros
axiomas de la teoria de conjuntos (incluido el de eleccion), con lo
cual la discusion anterior, planteada en tono hipotético, adquiria
nuevo e inesperado dramatismo. Rapidamente afiadié Godel una
posdata para dar cuenta del descubrimiento de Cohen.

El suplemento apareci6 bajo el titulo Supplement to the second
edition (Suplemento a la segunda edicion), con el Postscript
(posdata) incluido, en las pags. 269-273 de la antologia de
P. Benacerraf y H. Putnam: Philosophy of Mathematics. Selected
Readings, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N. J., 1964.

J. M.



SUPLEMENTO A LA SEGUNDA EDICION

Desde la publicacion de este articulo se han obtenido
numerosos nuevos resultados; quisiera mencionar los que son de
especial interés para las anteriores discusiones.

1. A. Hajnal ha probado®* que si de los axiomas de la
teoria de conjuntos se dedujese 2™0#£N,, entonces también se
deduciria 2N°=Nl. Este sorprendente resultado podria facilitar
en gran medida la solucion del problema del continuo si la
hipoétesis del continuo fuese demostrable a partir de los axiomas
de la teoria de conjuntos, lo que, sin embargo, probablemente no
es el caso.

2. En.la nueva edicién del libro de W. Sierpinski3> se
pueden encontrar ciertas nuevas consecuencias de la hipotesis de
Cantor e ideas equivalentes a ella. En la primera edicion se
probd que la hipotesis del continuo es equivalente a la idea de
que el plano euclideo es la unién de una infinidad numerable de
«curvas generalizadas» (donde una curva generalizada es un
conjunto de puntos definible mediante una ecuacién y=f(x) en
algun sistema de coordenadas cartesianas). En la segunda

*+ Véase Hajnal [1956].
35 Véase la nota 6.
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edicion se ha sefalado®® que se puede probar que el plano
euclideo es la union de un nimero menor que la cardinalidad del
continuo de curvas generalizadas bajo la suposicion mucho mas
débil de que la cardinalidad del continuo no es un numero
maccesible. Una prueba del teorema 1nverso proporcmnarla
cierta verosimilitud a la hipétesis de que 2%N° es el minimo
namero inaccesible mayor que N, Hay que tomar grandes
precauciones, sin embargo, respecto a esta inferencia, pues en
este caso la apariencia paradodjica (como con las «curvas» de
Peano) se debe (al menos en parte) a una transferencia de nuestra
intuicién geométrica de las curvas a algo que sélo tiene algunas
de las caracteristicas de las curvas. Obsérvese que nada de esto
esta involucrado en las consecuencias antiintuitivas de la hipéte-
sis del continuo mencionadas en la pag. 353.

3. C. Kuratowski ha formulado una versiéon mas fuerte de
la hip6tesis del continuo3’ cuya consistencia se sigue de la
prueba de consistencia mencionada en la seccion 4. Ha obtenido
también varias consecuencias de esta nueva hipotesis.

4. En los Oltimos afios se han obtenido resultados muy
interesantes sobre los axiomas de infinitud (véanse las notas 16
y 20).

Se ha sugerido?®®, en oposicion al punto de vista defendido en
la seccion 4, que en el caso de que el problema del continuo de
Cantor resultase ser indecidible a partir de los axiomas acepta-
dos de la teoria de conjuntos, perderia significado la cuestion de
su verdad exactamente del mismo modo como la pregunta por la
verdad del quinto postulado de Euclides carece de sentido para
los matematicos desde la prueba de consistencia de la geometria
no euclidea. En cuanto a esto me gustaria sefialar que la
situacion en la teoria de conjuntos es muy diferente de la de la
geometria tanto desde el punto de vista matematico como desde
el epistemolodgico.

3% Véase la paigina 207 de la segunda edicién, o Sierpinski [1951], Kura-
towski y Sikorski han obtenido resultados relacionados en Kuratowski y Sikorski
[1951], 15 y 18.

37 Véase Kuratowski [1948].

38 yéase Errera [1952].
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En el caso del axioma de la existencia de nlimeros inaccesi-
bles, por ejemplo (que se puede probar que es indecidible a
partir de los axiomas de la teoria de conjuntos de von Neu-
mann-Bernays, en el supuesto de que sea consistente con ellos)
hay, matematicamente, una notable asimetria entre el sistema
que lo afirme y el que lo niegue®.

El ultimo sistema (pero no el primero) tiene un modelo que
se puede definir y del que se puede probar que es también un
modelo del sistema original (no extendido). Esto significa que el
primero es una extension mucho mas fuerte que el segundo. Un
hecho muy relacionado es que la afirmacion (pero no la nega-
cion) del axioma implica nuevos teoremas sobre nimeros ente-
ros (casos particulares de los cuales pueden verificarse por
computacion). De este modo el criterio de validez explicado en la
pagina 348 se satisface, hasta cierto punto, en el caso de la
afirmacion pero no en el de la negacion. Resumiendo, solo la
afirmacion proporciona una extension «fructifera», mientras que
la negacion es estéril fuera de su limitado dominio. También se
puede probar que la hipoétesis del continuo de Cantor es estéril -
para la teoria numérica y que es valida en un modelo construible
en el sistema original, mientras que a ciertas otras suposiciones
sobre la cardinalidad del continuo quiza no les ocurra esto. Por
otro lado, ninguna de estas asimetrias es aplicable al quinto
postulado de Euclides. Para ser mas precisos, tanto su afirma-
cidbn como su negacion son extensiones en el sentido débil.

En lo que respecta a la cuestion epistemologica, debe decirse
que una cuestion pierde su significado a causa de una prueba de
indecidibilidad solo cuando el sistema de axiomas en considera-
cioén se interpreta como un sistema formal; esto es, si se deja
indeterminado el significado de los signos primitivos. En geome-
tria, por ejemplo, la cuestion de si el quinto postulado de
Euclides es verdadero conserva su significado si se toman los
signos primitivos en un sentido definido, es decir, refiriéndose al
comportamiento de cuerpos rigidos, rayos de luz, etc. La
situacion es parecida en la teoria de conjuntos, siendo la tnica

3 La misma asimetria aparece también en los niveles mis bajos de la teoria
de conjuntos, donde la consistencia de los axiomas estd menos sometida a la
duda de los escépticos.
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diferencia que en geometria el significado que hoy usualmente se
acepta se refiere a la fisica y no a la intuicién matematica y que,
por tanto, la decisién cae fuera de las matematicas. Por otro
lado,los objetos de la teoria de conjuntos transfinita, entendidos
al modo explicado en la pagina y en la nota 14, esta claro que no
pertenecen al mundo fisico e incluso que su conexion indirecta
con la experiencia es muy remota (debido principalmente al
hecho de que los conceptos de la teoria de conjuntos tienen un
reducido papel en las teorias fisicas de hoy).

Pero, a pesar de su lejania de la experiencia sensible, tenemos
algo parecido a una percepcion de los objetos de la teoria de
conjuntos, como se puede ver por el hecho de que los axiomas
mismos nos fuerzan a aceptarlos como verdaderos. No veo
ninguna razoén por la cual debamos tener menos confianza en
este tipo de percepcion, es decir, en la intuicién matematica, que
en la percepcion sensible, que nos induce a construir teorias
fisicas y a esperar que futuras percepciones sensibles concuerden
con ellas y, ademads, a creer que cuestiones no decidibles por el
momento tengan significado y puedan ser decididas en el futuro.
Las paradojas de la teoria de conjuntos dificilmente son mas
preocupantes para la matematica que los engafios de los sentidos
para la fisica. Ya se indico (pags. 348-350) que pueden darse
perfectamente nuevas intuiciones matematicas que conduzcan a
una decision de problemas tales como la hipotesis del continuo
de Cantor.

Deberia observarse que la intuicidbn matematica no tiene que
ser concebida como una facultad que proporcione un conoci-
miento inmediato de los objetos que le conciernen. Parece mas
bien que, como en el caso de la experiencia fisica, formamos
también nuestros conceptos de estos objetos a partir de algo mas
que es inmediatamente dado. Solo que este algo més no es aqui,
o no principalmente, la sensacion. Que ademas de las sensacio-
nes hay algo real e inmediatamente dado se sigue (independien-
temente de las matematicas) del hecho de que incluso nuestros
conceptos referentes a los objetos fisicos contienen constituyen-
tes cualitativamente diferentes de las sensaciones o meras combi-
naciones de sensaciones, por ejemplo, el concepto mismo del
objeto, mientras que, por otro lado, mediante nuestro pensa-
miento no podemos crear ningin elemento cualitativamente
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nuevo, sino s6lo reproducir y combinar los que estan ya dados.
Lo «dado» que subyace a las matematicas estd, evidentemente,
muy relacionado con los elementos abstractos contenidos en
nuestros conceptos empiricos*®. De esto no se sigue, sin embar-
go, que los datos de este segundo tipo sean algo puramente
“subjetivo, porque no pueden asociarse con acciones de ciertas
cosas exteriores a nuestros 6rganos sensibles, como Kant afirma-
ba. Pueden representar mas bien un aspecto de realidad objetiva,
pero, en oposicion a las sensaciones, su presencia en nosotros
puede deberse a otro tipo de relacion entre la realidad y
Nnosotros mismos.

La cuestion de la existencia objetiva de los objetos de la
intuicion matematica (que, incidentalmente, es una réplica exacta
de la cuestion de la existencia objetiva del mundo exterior) no es,
sin embargo, decisiva para el problema que aqui discutimos. El
mero hecho psicologico de la existencia de una intuicion que es
lo bastante clara como para producir los axiomas de la teoria de
conjuntos y una serie abierta de extensiones de éstos basta para
dar sentido a la cuestion de la verdad o falsedad de ideas tales
como la hipoétesis del continuo de Cantor. Lo que, sin embargo,
quizé justifica mas que nada la aceptacion de este criterio de
verdad en la teoria de conjuntos es el hecho de que recurrir a la
intuicion matematica no es necesario Unicamente para obtener
respuestas univocas a preguntas de la teoria de conjuntos
transfinita, sino también para resolver problemas de la teoria
finitaria de nameros*! (del tipo de la conjetura de Goldbach)*?,
la significatividad y univocidad de cuyos conceptos apenas se
puede poner en duda. Esto se sigue del hecho de que en cada
sistema axiomatico hay infinitas sentencias indecidibles de este
tipo.

40 Obsérvese que hay una estrecha relacion entre el concepto de conjunto
explicado en la nota 14 y las categorias del entendimiento puro en el sentido de
Kant. A saber, la funciéon de ambas es la «sintesis», es decir, la generacion de
unidades a partir de multiplicidades (por ejemplo, en Kant el concepto de un
objeto surge de sus variados aspectos).

41 A menos que uno tenga bastante con decisiones inductivas (probables),
tales como verificar el teorema hasta numeros muy grandes, o procedimientos
inductivos mas indirectos (véanse las pags. 350, 360).

42 Es decir, ideas universales sobre nameros enteros que puedan decidirse en
cada caso particular.
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Se sefiald anteriormente (pag. 350) que, junto a la intuicidén
matematica, puede haber otro criterio (aunque sélo probable) de
la verdad de los axiomas matematicos, a saber, su fecundidad en
las matematicas e incluso, se podria afiadir, quiza también en la
fisica. Aunque este criterio pueda llegar a ser decisivo en el
futuro, no puede todavia aplicarse, sin embargo, especificamente
a los axiomas de la teoria de conjuntos (tales como los que se
refieren a los grandes cardinales) porque se sabe muy poco sobre
sus consecuencias en otros campos. El caso més simple de
aplicacion del criterio que discutimos surge cuando algin
axioma de la teoria de conjuntos tiene consecuencias numéricas
verificables por computacion hasta cualquier numero natural
dado. A pesar de todo, lo que hoy dia sabemos no nos permite
todavia proporcionar un apoyo razonablemente suficiente a
ninguno de los axiomas en cuestion de la teoria de conjuntos.

Posdata

Poco después de redactar este articulo la cuestion de si la
hipétesis del continuo de Cantor es demostrable a partir de los :
axiomas de la teoria de conjuntos de von Neumann-Bernays
(incluyendo el axioma de eleccion) fue decidida mediante la
respuesta negativa dada por Paul J. Cohen. Un esbozo de la
prueba aparecera dentro de poco en Proccedings of the National
Academy of Sciences. Resulta entonces que para una gran
cantidad de N; la igualdad 2{\0—NT es consistente y es una
extension en el sent1do débil (esto es, no implica ningiin nuevo
teorema de la teoria de numeros). Esta atn abierta la cuestion de
si para algun concepto apropiado de definicion «estandar»
existen N; definibles no excluidos por el teorema de Konig
(véase la pag. 343) para los cuales esto no sea asi (naturalmente,
debe suponerse que la existencia de los Nt en cuestion es
demostrable o ha sido postulada).



Introduccioén a:
Sobre una extension de la matemdtica finitaria
que todavia no ha sido usada

En 1958 habia aparecido en la revista Dialectica el articulo de
Godel «Uber eine bisher noch nicht beniitzte Erweiterung des
finiten Standpunktes» (Sobre una ampliacion todavia no utilizada
del punto de vista finitario), en el que se introducian los
funcionales (o funciones) computables de tipo finito y se mostraba
como usarlos para probar la consistencia de la aritmética. Los
funcionales (o funciones) computables de tipo finito forman un
conjunto cerrado respecto a las operaciones de definicion recursi-
va primitiva de funcionales, expresadas en una teoria sin cuantifi-
cadores T, lo que les da un cierto aire constructivo. Godel
pensaba que los procedimientos finitarios propugnados por
Hilbert en su programa metamatematico no podian ir mas alld de
la aritmética y, por tanto, no podian servir para probar su
consistencia. Sin embargo, Godel prueba que la aritmética
intuicionista (y, por tanto —en vista de Godel [1933e]-, la clasica)
puede ser interpretada en T, lo cual constituye una cierta prueba
de consistencia para la aritmética.

Godel pensaba que el insuficiente eco obtenido por su
propuesta se debia en parte al hecho de que su articulo [1958]
estaba escrito en alemdn, por lo que se propuso traducirlo é!
mismo al inglés. Su traduccion se prolongd durante varios afios y
Godel introdujo en ella tantas revisiones, afiadidos y notas
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nuevas, que el resultado final era en gran parte un texto nuevo.
Ese texto deberia haber aparecido en la misma revista Dialectica
bajo el titulo «On an extension of finitary mathematics which has
not yet been used» (Sobre una extension de la matemadtica
finitaria que todavia no ha sido usada). Las galeradas correspon-
dientes al texto compuesto se encontraron entre los papeles
postumos de Godel, pero de hecho el nimero de la revista en que
tenia que haber aparecido nunca llegé a publicarse. El texto
original aparecerd en el volumen II de Kurt Godel: Collected
Works. Aqui presentamos su traduccion espaifiola.

J. M.



SOBRE UNA EXTENSION
DE LA MATEMATICA FINITARIA
QUE TODAVIA NO HA SIDO USADA*

Resumen

P. Bernays ha sefialado que es necesario ampliar el punto de
vista finitario de Hilbert incluso con el solo propdsito de probar la
consistencia de la teoria clasica de numeros. Ha sugerido que se
admitan ciertos conceptos abstractos ademds de los conceptos
combinatorios que hacen referencia a signos. Los conceptos abstrac-
tos que hasta el momento se han usado con este objetivo son los de
la teoria constructiva de ordinales y los de la légica intuicionista.
Aqui se muestra que en su lugar puede usarse un cierto concepto de
funcién computable de tipo simple finito sobre los niumeros natura-
les, no siendo necesarios otros procedimientos de construccion de
tales funciones que recursion primitiva respecto a una variable
numérica y definicion de una funcién por una igualdad con un
término que contiene solo variables y/o funciones previamente
introducidas comenzando con la funcion + 1.

“ El presente articulo no es una traduccion literal del original publicado en
aleman en Dialectica (1958). Al revisar la traduccion de Leo F. Boron he
reformulado muchos pasajes. Pero el significado no ha cambiado sustancialmente
en ningin lugar. Ciertas imprecisiones menores han sido corregidas y se han
afiadido una serie de notas, a las que refieren las letras a-n. Quisiera expresar mi
agradecimiento al profesor Dana Scott por supervisar la impresion de este articulo -
mientras yo estaba enfermo y al profesor Paul Bernays por leer las pruebas. de
imprenta y llamar mi atencion sobre ciertos descuidos del manuscrito.
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P. Bernays ha sefialado’ en varias ocasiones que, en vista del
hecho de que la consistencia de un sistema formal no puede
demostrarse mediante ninglin procedimiento deductivo disponible
en el propio sistema, es necesario traspasar el marco de la
matematica finitaria en el sentido de Hilbert para demostrar la
consistencia de la matematica clasica e incluso la de la teoria
clasica de niimeros. Como la matematica finitaria se define” como
la matematica de la intuicion concreta, esto parece implicar que
para la prueba de consistencia de la teoria de nimeros® son
necesarios conceptos abstractos. P. Bernays, en su articulo de
1965, pag. 69, sugirid explicitamente una extension del finitismo
mediante estos conceptos. En este contexto hay que entender por
conceptos abstractos conceptos que son esencialmente de segundo

! Véase: Bernays, en Gonseth [1941], pag. 144, 147, 150, 152; Hilbert y
Bernays [1939], pag. 347-349, 357-360; Bernays [1954], pag. 9. Véase también
Bernays [1935], pag. 62, 69.

2 Véase la explicacion de Hilbert [1925], pag. 170-173%,

b «Intuicion concreta» y «concretamente intuitivo» se usan como traduccion de
«Anschauung» y «anschaulich». Los términos simples «concreto» e «intuitivo» se
usan también en este sentido en este articulo. A lo que Hilbert se referia con
«Anschauung» es sustancialmente a la intuicion espacio-temporal de Kant, pero
limitada a configuraciones de un nimero finito de objetos discretos. Obsérvese que
la insistencia de Hilbert en el conocimiento concreto es lo que hace que la
matematica finitaria sea tan sorprendentemente débil y excluya muchas cosas que
son tan indiscutiblemente evidentes para todo el mundo como la teoria finitaria de
numeros. Por ejemplo, aunque toda definicidn recursiva es finitaria, el principio
general de definicion por recursion primitiva no es una proposicion finitaria, pues
contiene el concepto abstracto de funcion. No hay nada en el término «finitario»
que sugiera una restriccion a conocimiento concreto. Solo la especial interpreta-
cion de Hilbert introduce esta restriccion.

¢ En las pruebas de consistencia (véase: 1. Gentzen [1936], pag. 555, 558; 2.
Lorenzen [1951], pag. 99, en particular su «induccion de segundo tipo»; 3. Schiitte
[1954], pag. 31; 4. Kreisel [1965], pag. 137 [1967], pag. 246 y [1968], pag. 351,

12; 5. Takeuti [1957], [19601, [19671) los conceptos que han sido usados son
sobre todo accesibilidad y otros intimamente relacionados (combinados con l6gica
intuicionista). Estos conceptos dan la impresion engafiosa de estar basados en la
intuicién concreta de ciertos procedimientos infinitos, tales como «contar mas alla
de w» o «pasar revistay» a todos los ordinales menores que un ordinal o. Poseemos
una tal intuicién, pero no alcanza muy lejos en la serie de los ordinales,
ciertamente no mas lejos que el finitismo. Para hacer fructifero el concepto de
accesibilidad siempre son necesarias concepciones abstractas, por ejemplo, intuicio-
nes sobre un numero infinito de intuiciones en la definicion general de Gentzen,
que es algo distinta de la antes dada (véase Gentzen [1936], pag. 555, linea 7).
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orden o de orden aun mayor, es decir, que no tienen como
contenido propiedades o relaciones de objetos concretos (como
combinaciones de signos}, sino mas bien estructuras de pensamien-
to o contenidos de pensamiento (por ejemplo, demostraciones,
proposiciones con significado, etc.) y en las demostraciones de
proposiciones sobre estos objetos mentales se necesitan intuicio-
nes que no se derivan de una reflexion sobre las propiedades
combinatorias (espacio-temporales) de los signos que los represen-
tan, sino de una reflexion sobre los significados involucrados®.
Debido a la ausencia de una definicion precisa de evidencia
congcreta o abstracta, no hay hoy ninguna prueba rigurosa de la
insuficiencia de la matematica finitaria (incluso para la prueba de
consistencia de la teoria de niimeros). Sin embargo, este sorpren-
dente hecho se ha constatado con toda claridad a través del
examen de la induccion hasta g usada en la prueba de consisten-
cia de Gentzen de la teoria de numeros. La situacion puede
describirse en rasgos generales como sigue: se podria demostrar
finitariamente la recursion hasta &, si otro tanto ocurriera con la
consistencia de la teoria de numeros. Por otro lado, es cierto que
la validez de esta recursion no puede hacerse inmediatamente
evidente, mientras que esto si es posible, por ejemplo, en el caso
de @*. Es decir, no se puede abarcar de una mirada las diversas
posibilidades estructurales que hay para secuencias decrecientes y
no hay, por tanto, conocimiento concreto inmediato del fin de

Usando el concepto de secuencias de eleccion libre en vez de «accesibilidad»?
puede obtenerse una aproximacion mejor al finitismo de Hilbert.

4 Se trata realmente de un principio abstracto sobre esquemas de ramificacion
que, sin embargo, Brouwer y Hayting formularon y probaron sélo para el caso de
que sus elementos sean niimeros naturales (aunque no esta claro que este hecho se
use de modo esencial en la prueba). C. Spector en Spector [1962] ha mostrado que
el principio abstracto implica la consistencia del analisis clasico, mientras que el
principio de Brouwer solo proporciona la consistencia de un cierto subsistema de
éste. Desgraciadamente, sin embargo, no se conoce ninguna prueba constructiva
satisfactoria para ninguno de estos dos principios (excepto que, de acuerdo con
Kreisel [1965], pag. 143, puede probarse que el principio mas débil es relativamen-
te consistente con los otros axiomas aceptados del intuicionismo). Fue G. Kreisel
quien sugirié por primera vez usar este principio para pruebas de consistencia.

Quizas la extension mas prometedora del sistema T sea la obtenida al
introducir funciones computables de orden superior de ordinales constructivos.

¢ Un ejemplo es el concepto «p implica g» en el sentido de: «De una prueba
convincente de p puede obtenerse una prueba convincente de g».
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cada secuencia de este tipo. Pero ademas de este conocimiento
“concreto (en el sentido de Hilbert) tampoco puede obtenerse
mediante una transicion paso a paso de numeros ordinales
menores a mayores, pues los pasos concretamente evidentes,
como a—o?, son tan pequefios que deberian repetirse g veces
para llegar a &. L.o mismo vale de cadenas de otras inferencias
concretamente evidentes que uno puede intentar usar, como, por
ejemplo, la w-regla de Hilbert en la medida en que es concreta-
mente evidente. Lo Unico que puede conseguirse €5 un conoci-
miento abstracto basado en conceptos de orden superior, por
ejemplo en «accesibilidad». Este concepto puede definirse como la
condicion de que la validez de la induccidon es constructivamente
demostrable para el ordinal en cuestion®. No se puede decidir sin
mas si la necesidad de conceptos abstractos para la prueba de la
induccion a partir de un cierto punto en la serie de los ordinales
constructivos se debe Unicamente a la imposibilidad de captar
intuitivamente las complicadas (aunque sélo finitamente complica-
das) relaciones combinatorias involucradas* o mas bien surge por
alguna razdn esencial.

3 W. Ackermann, en Ackermann {19517, pag. 407, dice que «accesible» tiene
un significado concreto si se entiende demostrabilidad como deducibilidad formal
segun ciertas reglas. Sin embargo, debe observarse que de este hecho concreto se
sigue la validez de la regla de induccion transfinita aplicada a una propiedad dada
unicamente con ayuda de conceptos abstractos o con ayuda de induccion
transfinita en la metamatematica. Pero es cierto que el concepto de «accesible»
puede reemplazarse, al menos para induccion hasta o, por conceptos abstractos
mas débiles (véase Hilbert y Bernays {19391, pag. 363 y ss.); véase la nota c.

* Obsérvese que una caracterizaciéon deductivo-teorica adecuada de la intui-
cién concreta, en el caso de que esta facultad se idealice abstrayendo la limitacién
practica, incluird procedimientos de induccidn que para nosotros no son
concretamente intuitivos y que muy bien podrian proporcionar una prueba de la
inferencia inductiva para & u ordinales superiores. Otra posibilidad de extender el
punto de vista finitario original, y para la que valen los mismos comentarios,
consiste en considerar finitario cualquier argumento abstracto que sélo remita (de
un modo finitario y combinatorio) al contenido de formalismos finitarios
construidos previamente, y en iterar esta remision transfinitamente, usando soélo
ordinales construidos en los estadios previos de este proceso. En el Congreso
Internacional de Matematicos celebrado en 1958 en Edinburgo, G. Kreisel
present6 un formalismo basado en esta idea (Kreisel [19607). Obsérvese que si el
finitismo se extiende en este sentido, el elemento abstracto aparece en una forma
esencialmente mds débil que en cualquier otra extensién mencionada en el presente
articulo.

7 Una version incuestionable se presenta en Kreisel [1965], pag. 168-173, 177-
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En el segundo caso debe ser posible ofrecer una prueba
rigurosa de esa necesidad tras haber precisado los conceptos en
cuestion.

En cualquier caso, la observacion de Bernays en la nota a pie
de pagina nimero 1 de su articulo de 1935, nos ensefia a
distinguir dos componentes en el concepto de matematica finita-
ria, a saber: primero el elemento cownstructivo, que consiste en
admitir referencias a objetos o hechos matematicos iinicamente en
la medida en que puedan exhibirse u obtenerse por construccion o
demostracion; en segundo lugar, el elemento especificamente
finitista, que requiere ademas que los objetos y hechos considera-
dos estén dados en la intuicion matematica concreta. En lo que a -
los objetos respecta, esto significa que deben ser combinaciones |
espacio-temporales finitas de elementos cuya naturaleza es irrele- !
vante excepto en cuanto a igualdad y diferencia. (En contraste con
esto, los objetos en logica intuicionista son proposiciones con
significado y demostraciones).

La segunda exigencia debe ser eliminada. Hasta ahora este
hecho se ha tenido en cuenta al afiadir a la matematica finitaria
partes de logica intuicionista y de la teoria constructiva de los
numeros ordinales. En lo que sigue se mostrard que para la
prueba de consistencia de la teoria de nimeros se puede usar, en
lugar de esto, cierto concepto de funcion computable de tipo finito
sobre los mimeros naturales y ciertos axiomas y principios de
construccion para estas funciones de caracter muy elemental.

El concepto de «funcion computable de tipo t» se define como
sigue: 1. Las funciones computables de tipo 0 son los nimeros
naturales. 2. Si los conceptos «funcidén computable de tipo to»,
«funciéon computable de tipo t;», ..., «funcién computable de tipo

178. El teorema 3.43 de la pagina 172 de la obra indicada establece que & es el
limite de este proceso. Kreisel quiere concluir de ello que ¢, es el limite exacto de
la intuicion concreta idealizada. Pero su argumento tendria que haberse elaborado
mas para ser completamente concluyente. Obsérvese que la jerarquia de Kreisel
puede extenderse mas alla de ¢, considerando como un paso cualquier secuencia
de pasos que previamente se haya mostrado que es admisible (por ejemplo,
cualquier secuencia de g, pasos). De este modo proporciona un medio para hacer
constructivo en un sentido mucho mas estricto el concepto de accesibilidad (véase
la nota c) resolviendo el concepto impredicativo general de prueba intuicionista en
niveles construidos de prucbas formales.
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t» (donde k>1) han sido ya definidos, entonces una funcion
computable de tipo (to, t1, ..., t;) se define como un procedimiento
matematico bien definido que puede aplicarse a cualquier k-tupla
de fynciones computables de tipos ty, t2, ..., tx y proporciona una
funcion computable de tipo t, como resultado; y ademas este
hecho general debe ser constructivamente evidente. Debe aceptar-
se sin posterior explicacién® que la expresiéon «procedimiento
matematico bien definido» tiene un significado claro. Las funcio-
nes que aparecen en esta jerarquia se llaman «funciones computa-
bles de tipo finito sobre los numeros naturales»®,

5 Es bien sabido que A. M. Turing ha dado una definicién elaborada del
concepto de funcion de nimeros naturales mecdnicamente computable. Es muy
cierto que esta definicion no fue superflua. No obstante, si el término «mecanica-
mente computable» no hubiera tenido un significado claro, aunque inanalizado, la
cuestion de si la definicion de Turing es adecuada no habria tenido sentido ¥, sin
embargo, tiene sin duda ninguna una respuesta positiva?.

9 Se ve facilmente que las funciones de Turing (identificando las funciones en
tanto que argumentos o valores de funciones de tipo superior con los nimeros de
codificacién de sus maquinas) y ciertas subcolecciones de éstas también satisfacen
los axiomas y reglas del sistema T que se da posteriormente. Respecto al
significado de este hecho, véase la nota h.

6 Se puede dudar de que, sobre la base de la definicién dada, tengamos una
idea suficientemente clara del contenido de este concepto, pero no de que los
axiomas del sistema T'que posteriormente daremos sean validos para é1. La misma
situacion aparentemente paraddjica se da también respecto al concepto de
demostracién intuicionisticamente correcta, que es la base de la 16gica intuicionis-
ta en la interpretacion de Heyting. Como mostrara la discusion siguiente, estos dos
conceptos pueden intercambiarse en la construccién de la logica intuicionista
dentro de la teoria de mimeros. Naturalmente, si este reemplazo ha de tener
alguna significacion epistemologica, el concepto empleado de funcién computable
y la verificacion de que estas funciones satisfacen los axiomas de T no debe
involucrar implicitamente ni 16gica intuicionista ni el concepto de demostracién
usado por Heyting. Esta condicion la satisface el concepto de «funcién computable
de tipo finito» dado en el texto y en la nota h.

h Una elaboracién de esta idea conduciria a lo siguiente:

1. Un concepto de demostracion mus estricto, que puede llamarse «demostra~
cion deductiva», y que se define, a grandes rasgos, por el hecho de que, salvo por
ciertas suplementaciones triviales, la cadena de definiciones de los conceptos que
aparecen en el teorema junto con ciertos axiomas sobre los términos primitivos
constituye por si misma una demostracion, es decir, una cadena ininterrumpida de
evidencias inmediatas. En aplicaciones especiales (como, por ejemplo, en nuestro
caso) este concepto de demostracion puede precisarse especificando las suplemen-
taciones, los axiomas y las evidencias que se van a usar.

Obsérvese que, en este contexto, una definicidbn va a considerarse como un
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En lo que afecta a axiomas y reglas de inferencia para este
concepto, soOlo se necesitan los siguientes: (1) axiomas para el
calculo proposicional bivalente aplicado a ecuaciones entre

teorema que enuncia existencia y unicidad de un objeto que satisface ciertas
condiciones y que, en nuestro caso, seria conveniente que formara parte de la
definicién un enunciado relativo al caracter de tipo de la funcién definida.

2. Un concepto de «funcion computable de tipo t» mas especial, obtenido
reemplazando en la definiciéon antes dada el concepto- de «constructivamente
evidente o demostrable» (que aparece en ella tanto explicitamente como implicita-
mente a través de implicaciones de la forma: si x,y,... tienen ciertos tipos, entonces
...) por «reductivamente demostrable». Obsérvese que las implicaciones que
aparecen también pueden ser interpretadas como funciones veritativas, pues
«reductivamente demostrable» es una propiedad decidible.

3. El hecho de que si los axiomas, reglas y conceptos primitivos de T
(obsérvese que, por ejemplo, todo tipo es un concepto primitivo de T) se
reemplazan, en virtud de las definiciones 1,2 recién dadas, por conceptos e
intuiciones realmente primitivos (o, al menos, por algo mas cercano a los
primitivos reales) obteniendo asi un sistema 77, sOlo es necesario usar en las
proposiciones y demostraciones de T' el concepto incomparablemente mas estricto
(en comparacién con el de Heyting) de demostracién reductiva y que, ademas,
como estas demostraciones estan univocamente determinadas por sus teoremas, se
pueden evitar las cuantificaciones sobre «cualquier demostracion». Obsérvese que
no se pretende que las pruebas en T’ sean reductivas. Esto solo ocurre en ciertos
casos, en particular en las demostraciones de los axiomas de Ty de los casos
individuales de las reglas de T(de modo no trivial para las de los grupos (4) y (5) y
trivial para las restantes). Lo que se sostiene es sélo que ningin concepto de
demostracion excepto el de demostracion reductiva aparece en las proposiciones y
demostraciones de T' excepto, claro estd, en la medida de algin teorema P
signifique en intuicionismo: se ha dado una demostracién de P. Si T'se interpreta en
términos de funciones de Turing (véase la nota g) deberia ser aplicable esencial-
mente el mismo método para evitar el uso de la légica de Heyting o del concepto
general de demostracion.

El punto 3 muestra que la interpretacion de la logica intuicionista en términos
de funciones computables no presupone de ningiin modo la légica de Heyting y
que, ademas, es constructiva y evidente en mayor grado que la de Heyting. Pues
precisamente la eliminacion de generalidades tan vastas como «cualquier demos-
tracion» es lo que proporciona mayor evidencia y constructividad.

El mayor grado de constructividad aparece también en otros hechos, por
ejemplo, en que el principio de Markov —Vxe(x) > Ix—¢@(x) (véase Kleene
[1960], nota a pie de la pagina 157) es trivialmente demostrable para cualquier ¢
recursiva primitiva y, de modo maés general, para cualquier propiedad decidible ¢
de objetos cualesquiera x. Incidentalmente, esto da un interés a esta interpretacion
de la logica intuicionista (tanto en términos de funciones computables de tipos
superiores como en términos de funciones de Turing) incluso si se presupone la
16gica de Heyting.
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términos del mismo tipo, (2) los axiomas de igualdad’, es decir, x
=Xy Xx=y>t(x)=1(y) para variables x,y y términos ¢ de cualquier
tipo, (3) el tercer y el cuarto -axioma de Peano, es decir, x+1+#0y
x+1=y+1>x=y, (4) la regla de sustitucién de variables libres
por términos del mismo tipo (en el sistema no aparecen variables
ligadas), (5) reglas que permiten la definicion de una funcion
mediante una igualdad con un término construido a partir de
variables y funciones previamente definidas o por recursion
primitiva respecto a una variable numérica, (6) la version usual de
la inferencia de induccidon completa respecto a una variable
numérica. Obsérvese que los axiomas y reglas de este sistema, que
llamaremos T°, son formalmente casi las mismas que las de la

7 La igualdad de funciones debe entenderse como igualdad intensional. Ello
significa que las dos funciones tienen el mismo procedimiento de computacion, es
decir, (por nuestra definicién de «funcion computable») que son idénticas. Eso es
siempre decidible para dos funciones dadas, con lo cual se justifica la aplicacion del
célculo proposicional bivalente.

! Para una descripcion precisa de T deberia afiadirse lo siguiente:

Los signos primitivos de T'son: 0, +1, =, variables y constantes definidas de
cualquier tipo finito, «aplicacién» de funciones a argumentos de tipos adecuados
(denotado con .(.,)) y conectivas proposicionales. Los términos se construyen
unicamente con constantes, variables y aplicacion. Las férmulas con significado son
las funciones veritativas de ecuaciones entre términos de igual tipo.

Respecto a los axiomas de T, obsérvese lo siguiente:

1. " La version de induccion completa usada en la prueba de consistencia es
ésta:

o(0,x), a(s,F(s,x)) > ofs + 1,x) (s, %)

donde x es una secuencia finita de variables de tipos arbitrarios y F una secuencia
de funciones previamente definidas y de los tipos adecuados.

2. Para las demostraciones de que los axiomas 1 y 4 de H y la regla de
deduccion 6 de H valen en la interpretacion antes definida, se necesita el siguiente
principio de definicion disyuntiva:

Puede definirse una funcion f estipulando

oD f(X)=t1, —o.>f(x)=t2

donde t,,t; son términos y o es una funcion veritativa de ecuaciones entre términos
numéricos que contienen solo funciones previamente definidas y no mas variables
que las de la secuencia x.

3. Tanto la version de la induccion completa dada en 1 como las definiciones
disyuntivas mencionadas en 2 pueden deducirse en T, las ltimas por medio de
funciones disyuntivas H definidas recursivamente como sigue:

HQf9)=f, H@+1f9)=g.
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teoria primitiva recursiva de numeros, salvo que las constantes y
variables (excepto a las que se aplica induccion) pueden tener
cualquier tipo finito sobre los nimeros naturales®. El sistema T
tiene la misma potencia deductiva que un sistema de teoria
recursiva de nimeros en el que se permita la inducciéon completa
para todos los nimeros ordinales menores que &.

La reduccion de la consistencia de la teoria clasica de nimeros
a la del sistema T se logra por medio de la siguiente interpreta-
cion de la teoria intuicionista de nimeros, a la que la teoria
clasica de niimeros es reducible’.

Se asocia a cada formula ¢ del sistema H de la teoria
intuicionista de numeros'® una formula ¢’ de la forma 3y Vz
o(y,z,x), donde x es la secuencia de variables libres de ¢, donde y,z

Sin embargo, parece mejor formular primero axiomas a partir de los cuales es
inmediata la prueba de consistencia y después reducirlos a otros mas simples: El
hecho de que evitemos la igualdad extensional, que es un concepto incomparable-
mente mas complicado que la identidad l6gica, aumenta de modo considerable la
simplicidad de la prueba de consistencia.

4. Si no se presta atencion a la complejidad de la prueba de consistencia,
puede suprimirse de 7T todo el cdlculo proposicional. En efecto, 1. aplicado a
ecuaciones numéricas puede recuperarse mediante ciertos ingenios puramente
aritméticos y 2., aplicado a ecuaciones de tipo superior, puede ser omitido si (a) el
segundo axioma de igualdad (grupo (2)) se formula como regla de inferencia (que,
dicho sea de paso, solo se¢ usa para sustituir uno por otro el definiens y el
definiendum) y (b) se introduce una regla disyuntiva de inferencia que dice que si «
se sigue tanto de t=0 como de N(t)=0 (donde N se define por N(0O)=1, N(x+1)
=0) mediante los otros axiomas y reglas, con excepcion de la regla de sustitucion
para variables de ¢, entonces puede afirmarse a.

5. Es un hecho curioso que el grupo de axiomas (3) sea superfluo debido a la
definibilidad recursiva de una funcioén § por §(0)=0, 8(x + 1)=x y debido también
a la definibilidad de —p por p > 1=0. En efecto, se sigue inmediatamente que: x
+1=y+1o56x+1)=0(y+1)>x=y y que x+1=0>8x+1)=50)>x
=0 o 1=0; pero, por otro lado, —1=0, por definicién de —.

8 La otra unica diferencia estd en el hecho de que una funcién P de tipo
superior también puede ser definida por una ecuacién de términos de la forma
[P(x1,%2, oy Xn)] (V1:V25 --» Ym)=t, donde ¢ es un término que no contiene més
variables que X{, .., Xu, V1, .., Ym OS¢ trata de una combinacion de dos
«abstracciones», es decir, de dos aplicaciones del operador 4. Formalmente, esta
diferencia desaparece si las funciones de varios argumentos se reemplazan por
funciones de un argumento con el método de A. Church.

® Véase Godel [1933¢].

10" Se supone que H es un sistema que no contiene variables proposicionales ni
funcionales, sino Unicamente variables numéricas. Los axiomas y reglas de
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son secuencias finitas de variables de tipos finitos y donde of(y,z,x)
es una formula de T que contiene exactamente las variables que
aparecen en Xx,y,z. Las variables de las secuencias x.,y,z (que
también pueden ser vacias) son siempre distintas entre si y
distintas de las de las otras dos restantes secuencias. Denotamos
con xy la secuencia compuesta con x e y en este orden*.

Ademas, en las formulas 1-6 que se dan mas adelante se utiliza
la siguiente notacion:

1. v,w son secuencias finitas de variables que pueden ser de
cualquier tipo; st son variables numéricas; # es una secuencia
finita de variables numéricas.

2. Ves una secuencia finita de variables cuyo numero y tipos
quedan determinados por el hecho de que cada una de ellas puede
aplicarse a y como secuencia de argumentos y que la secuencia de
términos asi obtenida (que denotamos con V(y)) coincide con la
secuencia v en lo que atafie a niimero y tipos de sus miembros.

3. La secuencia de variables Y (0 Z, o Z, respectivamente)
queda determinada del mismo modo, en lo que atafie al nimero y
tipos de sus miembros, por la secuencia s (0 yw, o y, respectiva-
mente) y por la secuencia y (o z, o z, respectivamente).

deduccion de la logica deben considerarse como esquemas respecto a todas las
posibles sustituciones de las variables proposicionales’ por formulas del sistema.

J Para una descripciéon completa del sistema H que se usa en este articulo
deberia afiadirse lo siguiente: las funciones tedrico-numéricos sé definen sélo por
recursion primitiva y por el procedimiento de establecer que los valores de una
funcion son iguales a los de un término compuesto de variables y funciones
previamente introducidas: las formulas son lo que se obtiene a partir de ecuaciones
entre términos por aplicacion (iterada) de conectores proposicionales y cuantifica-
dores. No se usan «Sequenzen» en el sentido de Gentzen ni el descriptor 1. La
induccién completa se formula como regla de inferencia. Los axiomas de igualdad
son: X=Xy x=y D {(x)=1(y) para cualquier término #(x). Ademas de los axiomas
mencionados aqui y en la nota 10, sélo se presuponen los axiomas tercero y cuarto
de Peano. Evidentemente, los sistemas Ty H se solapan.

k Se ruega al lector que de aqui en adelante preste atencion al hecho de que las
letras y las formulas que aparecen en las discusiones siguientes #o son combinacio-
nes de signos de T o H sino que las denotan; analogamente, «Ix» y «x(y)» denotan
operaciones que han de ser realizadas con combinaciones de signos y que dan
como resultado otra de estas cominaciones. Esta relacion de denotaciéon puede
precisarse con facilidad. Obsérvese que, en particular, en expresiones como
«o(r,s,t)» los paréntesis denotan la operacidn de sustitucion, es decir, «a(r,s,t)» debe
considerarse como una abreviacion de « 5o, Asi a(y,z,x)=o.
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Las secuencias de variables de un solo término se identifican
con las variables. Si x es la secuencia vacia, entonces Jxo = Vxo
=a por definicion.

La asignacion de ¢’ a ¢ se define por induccion sobre el
nimero k de operadores logicos que aparecen en ¢. Las precau-
ciones que deben tomarse en la eleccion de los signos para las
variables ligadas y los motivos heuristicos de la clausula 5 se
indican tras las siguientes formulas:

I. Para k=0 sea ¢'=¢.

II. Supdngase que

@' =3yVzo(y,z,x)
y que
W' = JoVwh(v,w,u)

ya han sido definidas; entonces, por definicién, ponemos:

1. (@AY) =3yvVzw(oy,z,x)AB(v,w,u))

2. (V) =3yvutVzw((t =0Ac(y,z,x))V(t = 1AB(v,w,u)))
3. (Vs@) =3Yszo(¥(s),z,x)

4. (dse) =3syVzo(y,z,x)

donde s es una variable numérica contenida en x.

5. (9 2 Y)Y =3VZY @O Z(yw)x) > BV ()
6. (—o) =3Z¥y—o(y,Z(3))

Antes de usar las reglas 1-6 deben cambiarse las variables
ligadas de las féormulas ¢ y ¥/, si ello es preciso, de modo que
todas sean distintas entre si y diferentes de las variables de las
secuencias x,u. Ademas, las variables ligadas de las secuencias
t,Y.V,.Z,Z que han sido introducidas por aplicacion de las reglas
2,3,5,6 deben escogerse de modo que sean distintas entre si y
diferentes de las variables que aparecen en las formulas en
cuestion. '

La parte derecha de 5 se obtiene transformando paso a paso
la férmula (¢’ > ¥’) de acuerdo con la regla de que las proposicio-
nes de la forma (Ixe > 3yy) (o (Vy¥ o Vxp), respectivamente), en
las que x,y pueden ser secuencias de variables de tipos cualesquie-
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ra, pueden reemplazarse por proposiciones que afirman que
existen funciones computables que asignan a cada ejemplo del
antecedente (o a cada contracjemplo del consiguiente, respectiva-
mente) un ejemplo del consiguiente (0 un contragjemplo del
antecedente, respectivamente), teniendo en cuenta que
(—6>—0)=(>0)"

Naturalmente, no se pretende que las definiciones 1-6 expre-
sen el significado de las particulas logicas. introducidas por
Brouwer y Heyting. La cuestion de en qué medida pueden
reemplazarlas exige una mayor investigacion. Se muestra facil-
mente que si ¢ es demostrable en H, entonces la proposicion ¢’ es
constructivamente demostrable en T; para ser mds preciso, si ¢’
=3yVzo(y,z,x), entonces puede definirse en T una secuencia Q
(posiblemente wvacia) de constantes funcionales, para lo que
o(Q(x),z,x) es demostrable en T. La prueba consiste en verificar que
la afirmacion vale para los axiomas de H y que si vale para las
premisas de una regla de inferencia de H, también vale para la
conclusion.

La verificacion resulta bastante mas simple y directa si se usa
el siguiente sistema de axiomas de la logica intuicionista:

Axiomas: (1) p = (pAp), (2) (pAq) = p, (3) (PAg) = (gAp), (4), (5),
(6), los axiomas duales para V, (7) O=1> p™ La negacion se
define por —p=p > 0=1.

Reglas de deduccion: (1) Modus ponens, (2) sustitucion de
variables libres por términos, (3) p>gq, g>rp>r, (4)
(PAg) o ri—p>(q@>r)y viceversa, (5) p o g p > Vxq y vicever-
sa, supuesto que x no aparece libre en p, (6) por, gor—(pVg) o7,
(7) p o g+ 3xp > q y viceversa, supuesto que x no aparece libre
en q.

! La complejidad de la definicion de (Vi) es necesaria para poder asegurar la
decidibilidad de V y, con ello, la validez de la inferencia

(P >1Ag > 1) —(pVg) o

Si @, ¥ no tienen cuantificadores, (V) también puede definirse del mismo modo
que (@AY). Ello tiene como consecuencia que ¢'=¢ para férmulas ¢ sin
cuantificadores.

™ El axioma 7 puede omitirse sin que peligre la interpretabilidad de la teoria
de numeros clsica en la intuicionista (véase Johansson [1936]). 0=1> —p se
sigue de la definicion de — y de los otros axiomas y reglas.
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Para las reglas de deduccion 4, 5 y 7, resulta que la
proposicion a demostrar en T'es esencialmente la misma que ya se
supone demostrada para las premisas”. Los axiomas y reglas de
inferencia que contienen V y 3 pueden omitirse para la prueba de
consistencia de la teoria clasica de nimeros.

Es claro que a partir de las mismas ideas basicas se pueden
construir sistemas mucho mas potentes que T, por ejemplo,
admitiendo tipos transfinitos o los métodos de deduccion usados
por Brouwer para la demostracion del «teorema del abanico» .

" Obsérvese ademas lo siguiente: la prueba de la afirmacion es trivial para
todos los axiomas de H y para la regla de deduccion 2. Para las reglas de
deduccion 1 y 3 ello se sigue con facilidad del hecho de que lo que la formula
o{Q(x),z,x) (correspondiente a (p > g)) dice es precisamente que de funciones Q para
p' pueden derivarse funciones Q para q' y como puede efectuarse esto. En lo que
respecta a la induccidn completa, obsérvese que la conclusion de esta inferencia
particularizada al namero natural n se obtiene de las premisas por n aplicaciones
de sustitucién y modus ponens.

Obsérvese también que el teorema de la deduccidn puede demostrarse
facilmente para la interpretacion ’. Ademas, como-—Spector observé (Spector
[1962], pag. 10), el sistema Tampliado con ldgica intuicionista con cuantificadores
para funciones de cualquier tipo (es decir, su sistema X, — {F}) puede interpretarse
en T de exactamente la misma manera que la teoria intuicionista de numeros. La
prueba se desarrolla en detalle en §9, paginas 12-15, del articulo de Spector.

11 yéase Heyting [1956], pag. 42 y la nota d.



Introduccion a:

Otra version del primer teorema
de indecidibilidad

Godel habia planeado afiadir a su nueva version de [1958], es
decir, a [1972] «On an extention of finitary mathematics which
has not yet been used», tres observaciones sobre los resultados de
indecidibilidad. Dos de ellas ya han aparecido previamente, a
saber, la nota afiadida por Godel a la traduccion inglesa en van
Heijenoort [1967] de [1932b] «Uber Vollstindigkeit und Widers-
pruchsfreiheit» (que en esta edicidon se encuentra en las paginas
000 y 000) y la nota de Godel en Wang [1974] a su posdata a la
reimpresion en Davis [1965] de [1934] On undecidable proposi-
tions of formal mathematical systems (que en esta edicion se
encuentra en las paginas 000 y 000). La tercera observacion,
titulada «Another version of the first undecidability theorem»
(Otra version del primer teorema de indecidibilidad), estaba destina-
da a aparecer en un nimero de la revista Dialectica que nunca
llegd a publicarse, por lo que permanece inédita. Su texto original
serd publicado en el volumen II de Kurt Godel: Collected Works.
Aqui presentamos su traduccion espafiola.

En 1742 plante6 Goldbach a Euler la pregunta de si cada
numero par >4 es igual a la suma de dos numeros primos. Para
los primeros de la serie esta claro que ello es asi: 4=2+2, 6=3
+3,8=3+5,10=743,12=7+5,14=11+3,16=11+35, ... Sin
embargo, la pregunta atun no ha encontrado respuesta y el

445
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correspondiente problema (probar la hipdtesis afirmativa en
general o encontrar un contraejemplo) —que ocupa el lugar 8° en
la famosa lista de 23 problemas de Hilbert— sigue sin solucion.
Otro problema planteado por Goldbach en 1742 es la cuestion de
si cada numero impar =9 es igual a la suma de tres nimeros
primos. Ello se cumple obviamente para los primeros miembros
de la serie: 9=3+4+3+3, 11=3+4+345, 13=3+3+7, 15=3+5
+7,17=3+7+17, ... Pero el problema general sigue sin solucion.
Estos problemas de Goldbach y otros de complejidad comparable
pueden ser planteados en unas pocas paginas. Sin embargo, no”
sabemos si tienen solucion (si son decidibles) a partir de los
principios actualmente admitidos en la matematica y que pueden
reducirse a unos pocos axiomas de la teoria de conjuntos.

En su observacion, Godel pone en relacion la complejidad de
un problema (medida por el nimero de bytes necesarios para
formularlo) con la complejidad de la teoria usada en su solucion
(medida por el numero de bytes necesarios para expresar sus
axiomas y definiciones). Muchos problemas son demasiado
complejos para las simples teorias con que tratamos de resolver-
los, por lo que.en el futuro tendremos que afiadir a nuestras
teorias cada vez mas axiomas de un grado de complejidad cada
vez mayor. Una teoria solo puede solucionar los problemas de un
grado de complejidad menor o igual al de la propia teoria. Dada
una teorta, siempre habra problemas mas complejos que ella y asi
indecidibles en funcion de ella. Este enfoque de la cuestién
muestra un indudable interés por el tema de la complejidad
computacional, que por aquel entonces empezaba a ser seriamen-
te estudiado.

J M.



OTRA VERSION
DEL PRIMER TEOREMA
DE INDECIDIBILIDAD

La situacion puede caracterizarse con el siguiente teorema:
para resolver todos los problemas de tipo Goldbach y de un
cierto grado de complicacion k, se necesita un sistema de axiomas
cuyo grado de complicacion, salvo correcciones menores, es =k
(donde el grado de complicacion se mide por el nimero de signos
precisos para formular el problema (o el sistema de axiomas)
incluyendo, claro esta, los signos que aparecen en las definiciones
de los términos no primitivos que se usan). Ahora bien, toda la
matematica de hoy en dia puede derivarse de un pufiado de
axiomas bastante simples y que involucran muy pocos términos
primitivos. Por tanto, incluso en el caso de que sélo los problemas
que puedan formularse en unas pocas paginas vayan a ser
resolubles, los pocos y simples axiomas que se usan hoy dia
tendran que ser suplementados por un gran nimero de nuevos
axiomas o por axiomas de gran complicacion. Cabe dudar de que
puedan existir axiomas evidentes en tan gran ntimero (0 de
complejidad tan grande).y, por tanto, el teorema mencionado
~ podria tomarse como una indicacion de la existencia de cuestio-
nes indecidibles para la mente humana. Pero en contra de esta
interpretacion esta el hecho de que existen series inexploradas de
axiomas que son analiticos, en el sentido de que solo explicitan el
contenido de los conceptos que aparecen en ellos, como, por
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ejemplo, los axiomas de infinitud en teoria de conjuntos, axiomas
que afirman la existencia de conjuntos de mayor y mayor
cardinalidad o de mas y mas alto tipo transfinito y que sélo
explicitan el contenido del concepto general de conjunto. Estos
principios muestran que durante el desarrollo de las matematicas
aparecen cada vez mds axiomas (y cada vez mas complicados). En
efecto, para entender los axiomas de infinitud es preciso haber
desarrollado previamente la teoria de conjuntos hasta un conside-
rable nivel.



Introduccion a:
Declaracion sobre el andlisis no-estdndar

Los fundadores del calculo diferencial —en especial Leibniz—
habian basado su desarrollo en ideas intuitivas acerca de
cantidades infinitamente pequefias, los infinitesimales, pero ni
ellos ni sus continuadores habian sido capaces de precisar
adecuadamente tales nociones, que conservaron su oscuridad
originaria y acabaron por ser desechadas en favor de los
métodos de la «epsilontica» introducidos en el siglo X1x. Sin
embargo, una inesperada rehabilitacion de los infinitesimales ha
tenido lugar en nuestro tiempo, gracias al ingenioso uso hecho
por Abraham Robinson del teorema de compacidad para la
construccion de modelos no-estandar de la teoria de los numeros
reales.

El descubridor explicito de los modelos no-estandar de la
aritmética de los niimeros naturales fue Skolem, en su articulo de
1933 recensionado por Godel. En 1949 Henkin utilizé6 modelos
no-estandar de cualquier teoria de primer orden para probar la
suficiencia del calculo deductivo. Y en 1960 A. Robinson tuvo la
ocurrencia de utilizar los procedimientos de la teoria de modelos
para construir modelos no-estandar (extensiones elementales) de
la teoria (de primer orden) de los numeros reales, en los que,
ademas de los numeros reales normales, hay infinitesimales,
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menores que cualquier nimero real. Esto ha dado lugar al
desarrollo del analisis no-estandar a partir de esa fecha.

En marzo de 1973 Abraham Robinson dio una charla sobre
el analisis no-estandar en el Instituto de Estudios Avanzados de
Princeton. Durante el coloquio subsiguiente Gdodel hizo una
declaracion, que fue luego literalmente recogida en el prologo a
la segunda edicion (1974) del libro de A. Robinson Non-standard
Analysis. La declaracion de Godel parece excesivamente entu-
siasta, pero testimonia del apasionado interés con que incluso en
sus ultimos afios seguia los nuevos desarrollos de la logica.

J.M.



DECLARACION SOBRE EL ANALISIS
NO-ESTANDAR

Me gustaria sefialar un hecho que me parece muy importan-
te, aunque no haya sido explicitamente mencionado por el
profesor Robinson, a saber, que el analisis no-estandar simplifi-
ca frecuentemente las pruebas no solo de teoremas elementales,
sino también de resultados profundos. Por ejemplo, eso ocurre
con la prueba de la existencia de subespacios invariantes para
operadores compactos, dejando de lado el progreso en el
resultado; y ocurre en otros casos ain en mayor medida. Esta
situacion debiera impedir la erronea y extendida consideracion
del analisis no-estandar como una especie de extravagancia o
moda de los logicos matematicos. Nada mas alejado de la
verdad. Mas bien hay buenas razones para creer que el analisis
no-estandar, en una version o en otra, sera el analisis del futuro.

Una razoén es la simplificacion ya mencionada de las pruebas,
pues la simplificacion facilita el descubrimiento. Otra razon,
todavia mas convincente, es la siguiente: la aritmética empieza
con los numeros naturales y procede mediante la ampliacion
sucesiva del sistema numérico con los numeros racionales,
negativos, irracionales, etc. Pero el paso completamente natural
después de los nimeros reales, a saber, la introduccion de los
infinitesimales, ha sido simplemente omitido. Pienso que en los
siglos venideros se considerara como algo sumamente extraiio
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en la historia de las matematicas que la primera teoria exacta de
los infinitesimales se desarrollase trescientos afios después de la
invencion del calculo diferencial. Me siento inclinado a creer que
esta extrafia circunstancia tiene algo que ver con otra extrafia
situacion referente al mismo lapso de tiempo, a saber, el hecho
de que problemas tales como el de Fermat, que pueden ser
formulados en diez signos de aritmética elemental, todavia
carecen de solucion trescientos afios después de haber sido
planteados. Quiza la omisidén mencionada sea en gran parte
responsable del hecho de que, en comparaciéon con el enorme
desarrollo de las matematicas abstractas, la solucion de proble-
mas numéricos complicados se ha quedado muy atras.
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